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中 国 是 世界 文明 证 国之 一 。 吉 代 世 界 曾 经 
辉煌 灿烂 的 文明 国家 ,多 数 没 有 能 够 继续 维持 
下 去 ,有 的 中 断 了 ,有 的 随 着 文化 重心 的 转移 而 
转移 到 另外 的 地 区 。 唯 有 中 国 这 个 国家 , 既 古 老 
又 年 轻 。 从 原始 社会 到 形成 国家 ,有 文 宇 可 考 的 
历史 有 五 于 年 以 上 。 中 国 和 中 国文 化 屹立 于 世 
上 蜡 之 林 , 一 脉 相 承 , 历 久 而 弥 新 。 

中 国文 化 是 个 发 展 的 .历史 的 范畴 ,具有 包 
容 性 与 持久 性 :除了 时 伐 差 异 外 , 尚 有 着 好 域 与 
民族 的 差异 性 , 它 是 在 连绵 几 千 年 中 ;以 华夏 民 
族 为 主体 的 中 华 民族 各 地 域 文 化 (包括 中 原文 
化 、 齐 曾 文 化 、 荆 楚 文 化 .巴蜀 文化 、 吴 越 文化 、 
岭南 文化 . 阁 富 文 化 等 ) 和 各 民族 文化 (包括 壮 、 
WR. RS Pw 56 个 民族 的 文化 ) 长 期 地 、 
不 断 地 交流 、 活 透 、 竟 争 和 柄 他 的 结果 。 从 这 个 
意义 上 说 ,中 国文 化 的 发 展 是 具体 的 .历史 的 ， 
又 是 多 地 域 ,多 民族 、 多 层次 的 立体 网 络 。 中 国 
文化 是 起 源 于 上 证 贯穿 到 现在 ,在 黄河 .长 江 及 


其 周围 地 域 形 成 并 延续 至 今 的 中 华 民 族 共 同 的 
文化 .共同 的 社会 心理 与 习俗 的 结 虎 。 

继承 中 国文 化 遗产 ,并 不 是 对 中 国 古 代 文 
化 这 无 选择 地 一 概 接 受 , 而 是 要 继承 其 优良 传 
统 , 据 弃 其 封建 糟粕 。 

今天 中 国正 处 在 向 现代 化 迈进 的 新 时 期 。 
了 解 过 去 的 优秀 文化 , 正 是 为 创造 未 来 的 新 文 
化 。 这 对 于 提高 民族 自尊 心 , 增 强 民族 凝聚 力 ， 
有 着 极为 重要 的 意义 。 青 少年 是 国家 的 未 来 , 民 
族 的 希望 ,对 他 们 进行 传统 文化 的 教育 ,既是 当 
$2S XAKAN EI. BUYS WRAP 
等 文化 程度 的 读者 掌握 中 国文 化 史 的 基本 知 
识 , 了 解 中 国文 化 辉煌 的 历史 ,继承 、 发 声优 良 
传统 ,为 建设 具有 中 国 特色 的 社会 主义 新 文化 
打下 基础 ,这 是 一 件 宏伟 的 事业 ,也 是 我 们 编辑 
这 部 丛书 的 宗旨 。 

对 文化 层次 较 商 的 成 年 读者 以 至 专家 来 
说 ,个 人 的 专业 知识 总 归 有 限 , 本 丛书 对 于 成 年 
人 也 不 失 为 一 种 高 弗 位 的 、 可 信和 癌 的 文化 知识 
读物 。 

本 处 书 的 前 身 有 110 个 专题 ,涉及 历史 文 
化 的 各 个 方面 ,由 商务 印 书馆 、 中 共 中 央 党 校 出 
版 社 、 天 津 教 育 出 版 社 、 山 东 教 育 出 版 社 联合 出 


版 。 现 由 编 委 会 对 类 目 重 新 加 以 调整 ,确定 了 考 
1 


十 . 史 地 .思想 .文化 .教育 .科技 .军事 经济、 文 
艺 、 体 育 十 个 门类 , 共 100 个 专题 ,由 商务 印 书 
馆 独 家 出 版 。 每 个 专题 也 由 原先 的 五 万 多 字 坟 
KUNA FRA ARR A EE, Rag RW IF 
备 . 着 望 这 套 从 书 能 多 角度 ,多 层次 地 反映 中 国 
文化 的 主流 与 特点 ,读者 能 够 从 中 认识 中 国文 
化 的 基本 面 远 .了 解 中 华 民 族 的 精神 所 系 , 这 就 
是 编者 的 最 大 愿望 。 

对 于 本 从 书 的 批评 及 建议 ,我 们 将 十 分 欢 
迎 , 力 求 使 之 趋 于 完善 。 
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科 

一 ;通常 称 为 算术 , 即 “ 算 数 
之 术 ”。 就 是 说 ， 各 代 的 术语 算术 对 应 于 区 六 的 
mathematics. 而 不 是 arithmetic, TE 4) 2% Jb E Z 
内 , 它 包 括 今天 数学 教科 书 的 算术 .代数 .几何 、 
三 角 等 方面 的 内 容 。 后 来 ,算术 又 称 为 算 学 . 算 
法 ,未 元 开始 使 用 "数学 "一 词 . 此 后 , 算 学 、 数 学 
并 用 . 1939 年 6 月 中 国 数学 名 词 审查 委员 会 确 
定 用 “数学 ”而 不 用 “ 算 学 ”。 

历代 数学 家 的 数学 著述 正 是 数学 进步 的 脚 
印 ,中国 古 代 的 数学 著述 通常 称 为 算 经 ,它们 是 
数学 成 就 的 载体 .因此 ,我 们 的 综述 着 重 介 绍 算 
经 , 茹 及 杰出 的 数学 家 。 历 代 出 现 过 多 少 算 经 ， 
不 得 而 知 , 西 汉 至 宋 元 的 算 经 大 和 多 亡 佚 ,目前 仅 
FF 20 余 种 。 明 清 留 下 的 算 经 较 多 ,可 异 中 国 已 
经 内 去 了 数学 大 国 的 地 位 ,笔者 认为 ,中 国 古 代 
数学 的 起 源 和 发 展 大 致 分 成 这 样 几 个 明显 的 阶 
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Et : EF PK LA BT BE SE A Le 
算术 ?为 代表 的 数学 框架 的 确立 , 魏 晋 至 唐 初 的 
数学 理论 的 奠基 , 宁 元 数学 高 潮 , 以 及 明 朝 豪 
落 , 明 末 以 后 以 中 西数 学 融会 贯通 为 特点 的 复 
兴 时 期 。 


1 春秋 前 中 国 数学 的 靖 芽 


我 们 的 先 民 在 从 野蛮 走向 文明 的 漫长 历程 
中 ,逐渐 认识 了 数 与 形 的 概念 .出 土 的 新 石器 时 
期 的 陶器 大 名 为 贺 形 或 其 他 规则 形状 ,陶器 上 
有 各 种 几何 图 案 ,通常 还 有 三 个 着 地 点 ,都 是 几 
和 何 知识 的 萌芽 。 先 秦 和 典籍 中 有 * 隶 首 作 数 "“ 结 
强 记 事 ”.“ 刻 木 记事 ”的 记载 ,说 明 人 们 从 辨别 
事物 的 多 赛 中 逐渐 认识 了 数 , 并 创造 了 记 数 的 
FPS. RRA sc CAAT 14 一 前 11 世纪 ) 中 
已 有 13 个 记 数 单字 ,最 大 的 数 是 “三 万 ”, 最 小 
的 是 一 ”一 .十 . 百 . 干 .万 ;各 有 专 名 , 其 中 已 
经 蕴含 有 十 进位 置 值 制 萌芽 。 传 说 伏 狠 创造 了 
E A HS A”. m A aE”, b E E R E T E 
Cohul EIEE M E A ba A. FEK 
AKR. BE TER (A ae E, “a 
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UE” AGE RBM) CHIE: BABY). 
HE, FRAT A BA BE “LO EO aT 
祖先 最 早 使 用 的 数学 工具 。 人 们 丈量 土地 面积 ， 
测算 山高 谷 深 ,计算 产量 多 少 , 票 米 交换 ,制定 
历法 ,都 需要 数学 知识 .。《 周 钥 cbi OR RR 
南 高 答 周公 问 , 担 到 用 矩 测 望 高 深 广远 .相传 西 
周 初 年 周全 (公元 前 11 世纪 ) 制 礼 ,数学 成 状 贵 
族 子弟 教育 中 六 门 必修 课程 一 一 六 艺 之 一 。 不 
过 当时 学 在 官府 ,数学 的 发 展 是 相当 缓慢 的 。 

春秋 时 期 , 随 着 铁器 的 出 现 ,生产 力 的 提 
高 ,中 国 开始 了 由 奴隶 制 向 封建 制 的 过 演 .新 的 
生产 关系 促进 了 科学 技术 的 发 展 与 进步 。 此 时 
EREM WA DUR. PASE REAL. RAER 
秋末 年 人 们 已 经 掌握 了 完备 的 十 进位 置 值 制 记 
数 法 ,普遍 使 用 了 算 锋 这 种 先进 的 计算 工具 。 人 
们 已 诺 熟 九 九 苹 法 表 、 整 数 四 则 运算 ,并 使 用 了 
分 数 。 


2 战国 至 两 汉中 国 数 学 
框架 的 确立 


战国 时 期 ， 各 诸 收 国 相继 完成 了 向 封建 制 
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RE ADEE. BER ER FRR RE, 
异常 活跃 ,为 数学 和 科学 技术 的 发 展 创造 了 身 
好 的 条 件 。 尽 管 没 有 一 部 先秦 的 数学 著作 留 传 
到 居 世 ,但 是 ,人 们 通过 田地 政 国土 面积 的 测 
量 , 票 米 的 交换 ,收获 及 战利品 的 分 配 ,城池 的 
修建 ,水 利 工 程 的 设计 ,赋税 的 合理 负担 .产量 
的 计算 ,以 及 测 高 望 远 等 生产 生活 实践 ,积累 了 
大 量 的 数学 知识 , 据 东 汉 初 郑 众 记载 ,当时 的 数 
学 知识 分 成 了 方 田 、 权 米 .差分 、 少 广 , 商 功 . 均 
输 , 方 程 . 赢 不足 、 旁 叙 九 个 部 分 , 称 为 “ 九 数 ”。 
九 数 确 立 了 《¢ 九 章 算术 的 基本 框 染 。 

秦始皇 结束 了 列国 纷争 ,首次 建立 了 中 央 
集权 的 封建 帝国 ,本 应 有 利 计数 学 的 发 展 .但 他 
的 专制 政策 室 息 了 百家争鸣 的 学 术 空 气 。 秦 朝 
的 残暴 统治 ,尤其 是 禁书 坑 俑 ,给 中 国文 化 事业 
造成 空前 的 浩 动 . 不 久 , 刘 邦 利用 推 鳃 暴 奉 的 农 
民 起 义 ,统一 了 中 国 ,建立 了 汉 朝 , 史 称 西汉 。 西 
汉 政 府 与 民生 息 ,社会 生产 力 得 到 恢复 .发 展 ， 
给 数学 和 科学 技术 的 发 展 带 来 新 的 活力 ,人 们 
提出 了 著 干 算术 难题 I OE TO RG EE 
等 新 的 数学 方法 .同时 ,人 们 注重 先秦 文化 典籍 
的 收集 .整理 。 作 为 数学 新 发 展 及 先秦 典籍 的 抢 
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Pe VEG 25 ab ,; 便 是 《< 九 章 算术 3》 的 成 书 。4 九 章 
算术 3》( 省 称 * 九 章 孙 是 中 国 最 重要 的 数学 经 典 ， 
它 之 于 中 国 和 东方 数学 ,大 悼 相当 于 《 开 何 原 
本 了》 之 于 希腊 和 欧洲 数学 。 在 世界 古代 数学 史 
上 , 必 九 章 》 与 4 原本 》 像 两 颗 璀 灿 的 明珠 ,东西 辉 
Be 。 

CAE ait Aw BERS). CAR 
— Fi LA Be Aa Da RBS RCE. 
认为 于 公元 前 LHR. GLER T was 
间 会 问 , 陈 子 答 荣 方 癌 .前 者 有 色 股 定理 的 特例 
3+ 4? = 5’ ,后 者 有 用 勾 股 定理 及 比例 算法 测 太 
阳 高 远 及 直径 的 内 容 。 近 年 湖北 省 张 家 山 出 土 
的 竹简 《算数 书 》 正 在 整理 ;其 少 广 一 间 与 《 九 
Sry ER 1 问 基 本 相同 ,两 者 的 关系 有 待 于 
研究 。 

《 九 章 3》 集 先 厅 到 西汉 数学 知识 之 大 成 。 据 
东汉 来 大 学 者 郑玄 (公元 127 一 200 年 ) 引 东汉 
RERO 一 公元 83 年 ) 说 ,西汉 在 先秦 九 数 基 
础 上 义 发 展 出 勾 股 、 重 差 两 类 数学 方法 。 魏 刘 微 
说 :《 九 章 》 是 由 九 数 发 展 而 来 的 ,由 于 秦 朝 禁书 
而 散 坏 .西汉 张 营 (? 一 公元 前 152 FRAKES 
(公元 前 1 世纪 ) 收 集 秦 火 遗 残 , 加 以 整理 删 补 ， 
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便 成 为 《 九 章 算术 》。 方 田 章 提出 了 完整 的 分 数 
运算 法 则 ,各 种 多 边 形 、 圆 .弓形 等 的 面积 公式 ; 
本 米 章 提出 了 比例 算法 ; 衰 Ccui BIS? 章 提 出 
了 比例 分 配 法 则 ; 少 广 章 给 出 了 完整 的 开平 方 、 
开 立 方程 序 ; 商 功 章 讨论 各 种 立体 体积 公式 及 
工程 分 配方 法 ; 均 输 章 解决 赋 役 中 的 合理 负 握 ， 
也 是 比例 分 配 问题 ,还 有 若干 结合 西汉 社会 实 
MRAR RAE; ATTERRA S HRA 
用 盈 不 足 术 解 决 的 一 般 算 术 问 题 ; 方 程 章 是 线 
性 方程 组 解法 ,并 给 出 了 正 负数 加 减法 则 ;和 色 股 
章 由 旁 要 发 展 而 成 ,提出 了 勾 股 定理 、 解 勾 股 形 
及 若干 测 望 问题 的 方法 。 全 书 以 计算 为 中 心 , 有 
90 余 条 抽象 性 算法 .公式 ,246 道 例 题 及 其 解 
法 ,基本 上 采取 算法 统率 应 用 问题 的 形式 。 它 的 
许多 成 就 居 世 界 领 先 地 位 .奠定 了 此 后 中 国 数 
学 居 世 界 前 列 干 余年 的 基础 。《 九 章 ) 分 类 不 其 
合理 ,没有 任何 定义 和 推导 ,少数 公式 不 准确 ， 
个 别 公式 有 错误 , 则 是 不 容 讳言 的 缺点 ,《 九 章 》 
的 框架 形式、 风格 和 特点 深刻 影响 了 中 国 和 东 


DD“ 春 ”, 意 为 由 大 到 小 按 一 定 等 级 递 威 ,而 “春分 " 则 有 定 
Rez. 
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方 的 数学 。 

《 九 章 算术 》 成 书后 TERR. RB? E 
文 志 》 所 载 4《 许 商 算术 》《 杜 忠 算术 》( 公 元 前 1 
the fh it ATC ILE AYE. FR ELK 
衡 、 刘 洪 、 郑 玄 LR. ER SIRI EB RR). 
或 为 之 作 注 。 这 些 著 作 都 未 传世 ,从 后 来 刘 微 
COU RARE A, EERIE KCILE RA EDR 
映 的 信息 看 ,这 些 研究 基本 上 停留 在 妆 纳 验证 
《 九 章 算术 3 的 正确 性 方面 ,理论 上 未 能 在 《 九 
章 3》 基 础 上 作出 长 足 进步 。 


3 MRE ZRH PT HRP we 
体系 的 建立 


《 九 章 算术 ;之 后 ,中 国 的 数学 著述 基本 上 
采取 两 种 方式 :一 是 为 《 九 章 算术 ) 作 注 ; 二 是 以 
《 九 章 算术 ) 为 楷模 编纂 新 的 著作 。 经 过 两 汉 社 
会 经 济 和 科学 技术 的 大 发 展 ,到 魏 权 ,中 国 封建 
社会 进入 一 个 新 的 阶段 ,庄园 农奴 制 和 门阀 十 
族 占 据 了 经 济 政治 舞台 的 中 心 。 思 想 文化 领域 
中 , 癸 家 的 统治 地 位 被 削弱 , 识 纬 迷信 和 繁琐 的 
经 学 退出 历史 舞台 , 代 之 以 谈 三 玄 一 一 《4 周易》、 
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《老子 》《 庄 子 》 为 主 的 辩 难 之 风 。 学 者 们 通过 析 
理 ,探讨 思维 规律 ,思想 界 出 现 了 战国 的 百 家 争 
哆 以 来 所 未 有 过 的 生动 局 面 。 与 此 相 适 应 ,数学 
家 重视 理论 研究 ,力图 把 自 先 秦 到 两 汉 积 累 起 
来 的 数学 知识 建立 在 必然 的 可 车 的 基础 之 上 。 
刘 徽 和 他 的 《4 九 章 算 本 注 ? 便 是 这 个 时 代 造 就 的 
最 伟大 的 数学 家 和 最 杰出 的 数学 著作 。 

大 约 与 刘 徽 同时 或 稍 前 ,有 赵 爽 (又 各 婴 ， 
FRM, ERRE, RH BHR RAD 
. BE) AIRS 4“ AR AA”. 600 AF 
概括 了 两 汉 以 来 色 股 算术 的 成 果 ， 

O 刘 徽 《 九 章 算术 注 ) 作 于 魏 景 元 四 年 (公元 
263 年 ), 原 十 卷 。 前 九 卷 全 面 论证 了 《 九 章 》 的 
公式 .解法 ,发 展 了 出 入 相 补 原理 .截面 积 原理 、 
齐 同 原 理 和 率 的 概念 ,在 圆 面积 公式 和 锥 体 体 
积 公 式 的 证 明 中 引入 了 无 穷 小 分 割 和 极限 思 
想 , 首 创 了 求 加 周 率 的 正确 方法 ,指出 并 纠正 了 
《 九 疮 》 的 某 些 不 精确 的 或 错误 的 公式 ,探索 出 
解决 球体 积 的 正确 途径, 创造 了 解 线 性 方程 组 
的 互 敢 相 消 法 与 方程 新 术 , 用 十 进 分 数 逼 近 无 
理 根 的 近似 值 等 ,使 用 了 大 量 类 比 .归纳 推理 及 
演绎 推理 ,并 县 以 后 者 为 主 。 第 十 卷 原 名 重 差 ， 
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为 刘 微 自 撰 自 注 , 发 展 完善 了 重 差 理论 ,此 卷 后 
来 单行 , 因 第 一 问 为 测 望 一 海岛 的 高 远 ,名 之 日 
《海岛 算 经 》。 他 还 著 有 《 九 章 重 差 图 ) 一 卷 , 已 
佚 。 刘 徽 生 活 在 辩 难 之 风 兴 起 而 尚未 流入 清淡 
的 魏 晋 之 交 , 受 思想 界 “ 析 理 ” 的 影响 ,对 《 九 章 
算术 3* 析 理 以 辞 ,解体 用 图 ”(《 九 章 算术 注 - 
FED) ,并 对 各 种 算法 进行 总 结 分 析 ,认为 数学 像 
一 株 枝 条 虽 分 而 同 本 干 的 大 树 , 发 自 一端 ,形成 
了 一 个 完整 的 理论 体系 。 刘 徽 博览 群 书 ,说 熟 诸 
子 百 家 ,他 不 迷信 古人 , 散 于 创新 ,实事 求 是 。 对 
他 未 能 解决 的 件 合 方 盖 * 坦 诚 直 书 , 表 示 “ 以 斧 

能 言 者 ”(f 九 音 算 术 DEED, 表现 了 一 位 
伟大 学 者 寄 希 望 于 后 学 的 坦荡 胸怀 。 

《孙子 算 经 } 三 卷 , 常 被 误 认为 春秋 军事 家 
孙武 所 著 ,实际 上 是 公元 400 年 前 后 的 作品 ， 作 
者 不 详 . 这 是 一 部 数学 入 门 读物 ,给 出 了 筹 算 记 
数 制度 及 乘除 法 则 等 预备 知识 ,其 河上 荡 杯 、 鸡 
免 同 第 等 问题 后 来 在 民间 广泛 流传 ,* 物 不 知 
” 数 ” 题 则 开 一 次 同 余 式 解法 之 先河 。 张 丘 建 ( 今 
山东 人 ,生平 不 详 ) 著 的 ¢ 张 丘 建 算 经 ) 三 卷 ,成 
书 于 北魏 (5 世纪 下 半 叶 )。 此 书 补充 了 等 差 级 
数 的 若干 公 式 , 其 百 鸡 问题 是 著名 的 不 定 方程 
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问题 ,后世 十 分 重视 。 

《组 术 》 包 含 了 祖冲之 (公元 429 一 500 Æ) 
和 儿子 祖 蛤 Cgeng 四 J 之 ‘一作 祖 暂 ,生平 不 详 》 
的 数学 贡献 ,由 于 其 内 容 深 奥 , 随 唐 算 学 馆 学 官 
CHS FORKS RS RARE PE KE. 
据 认 为 ,将 圆周 率 精 确 到 八 位 有 效 数字 ,球体 积 
的 解决 及 人 言 有 负 系 数 的 二 次 .三 次 方程 赂 是 其 
PHILS AHS FOE, 祖籍 范阳 通 ( 今 河北 


学 , 巧 思 入 神 ， RERI, 专心 致 志 :之 时 ， BER 
BEA. AKER BS Me i mi 
KARRAR, RAMS beh. 
fA OTR TOA. RRK thE 
在 梁 朝 颁 行 。 

EARS CS ICTR A ER aE 
部 数学 著作 传世 ,， 即 《五 草 算 经 ?》《 五 经 算术 》、 
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CSA rt >. AU BRAN A TRUE ,无 足 道 者 。《 数 术 
wE, SRM CH MRR ALAS. 
WAZA RAS BIRGER. PPE 
载 了 三 种 大 数 进位 制 及 14 种 算法 ,其 中 珠算 虽 
不 同 于 元 明 的 珠算 热 , 然 开 后 者 之 先河 , 似 元 可 
SE. 

Pep Fas Fa PG Sst: SELIG LA 
BY HA. ARAE ER EE Po CSE 
544—610 年 ) 创 造 等 间距 内 搬 公 式 (7 世纪 初 ) 
和 僧 一 行 5( 公 元 683 一 727 年 创造 不 等 间距 内 
FRACS 世纪 ) 外 , 几 无 创造 ,数学 成 就 及 理论 
水 平 远 远 低 于 履 晋 南北 朝 . 唐 初 王 洗 通 ( 生 卒 不 
详 ) 扎 (给 古 算 经 》 一 卷 ,解决 了 若干 复杂 的 土方 
工程 及 色 股 问题 , 且 都 用 三 次 或 四 次 方程 解决 ， 
是 为 现存 记载 三 次 .四 次 方程 的 最 早 著 作 。 然 
i. (44+ BA ADRESSE. ES 
TENRA. SER ER, ERMA HE 
保守 的 。 他 在 4 上‘ 缉 古 算 经 > 表 } 中 指责 《级 术 》 
全 错 不 通 , 于 理 未 尽 , 大 约 他 与 当时 别 的 数学 家 
一 样 读 不 懂 《 缀 术 》。 他 自 调 他 的 《 缉 十 算 经 3》 干 
金 不 能 排 其 一 字 , 他 一 旦 旧 目 ,其 方法 后 人 莫 
晓 。 科 学 家 不 必 作 谦 谦 君 子 , 但 如 此 狂 衰 ,也 是 
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不 足 取 的 。 

、 隋 唐 统 治 者 在 国子监 设 算 学 馆 , 置 算 学 博 
十 ,助教 指导 学 生 学 习 。 唐 李 淳 风 锋 奉 救 于 显 庆 
元 年 (公元 656 FA RS) LEB), 
CHAA GITAA) Bash Re eee: 
术 》《 张 丘 建 算 经 》《 五 草 算 经 》《 五 经 算术 》、 
《 缉 古 算 经 ?等 十 部 算 经 作 注 ,作为 算 学 馆 教材 ， 
这 就 是 著名 的 《 算 经 十 书 》, 该 书 是 中 国 古 代数 
学 莫 基 时 期 的 总 结 。 李 淳 风 等 注释 保存 了 许多 
宝贵 资料 ,但 注释 水 平 并 不 高 。 由 于 种 种 原因 ， 
算 学 馆 实际 未 妨 养 出 像样 的 数学 家 。 


4 唐 中 叶 至 宋 元 中 国 数 
oF wy iS BA 


经 过 盛 唐 的 大 发 展 , 唐 中 时 之 后 ,生产 关系 
和 社会 种 方面 乏 渐 产生 新 的 实质 性 变革 ,到 10 
H FBI. ex EY RA PS. 
封建 社会 进入 一 个 新 的 阶段 ,土地 所 有 制 以 国 
ACA EAR OA RA DE A RR TAR AS 
FA RA Sr 89 BB tE. Pe Mb PAE, 
和 科学 技术 得 到 更 大 发 展 。 中 国 古 代 四 大 发 明 ， 
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有 三 项 一 一 印刷 术 之 广泛 应 用 及 活字 印刷 , 火 
药 用 于 战争 ,指南 针 用 于 航海 一 一 完成 于 唐 中 
叶 至 北宋 . 宋 秘书 省 于 元 丰 七 年 (公元 1084 FF) 
普 次 刊刻 了 《 九 章 算 术 》 等 十 部 算 经 (时 《有 夏侯 阳 
BS) (BRIERE, 8 世纪 下 半 叶 一 部 韩 
延 4 算 术 } 开 头 有 “夏收 阳 旦 ”云云 而 误 认 为 是 前 
者 而 刻 入 ,后 者 只 好 付 之 阅 如), 是 世界 上 首次 
出 现 的 印刷 本 数学 著作 。 后 来 南泉 数学 家 鲍 兴 
之 翻 刻 了 这 些 刻 本 ,有 《¢ 九 章 算术 》( 半 部 )《 周 
骨 算 经 》.《 孙 子 算 经 》.《 五 曹 算 经 》.《 张 丘 建 算 
经 3 五 种 及 ¢ 数 术 记 中) 等 孤本 注 相 到 现在 ,是 日 
前 世界 上 传世 最 早 的 印刷 本 数学 著作 。 宋 元 数 
学 家 贾 宪 、 李 褒 、 杨 辉 . 朱 世 杰 的 著作 ,大 都 在 成 
书后 不 久 即 刊刻 。 数 学 著作 借助 印刷 术 得 以 空 
前 广泛 的 流传 ,对 传播 普及 数学 知识 ,其 意义 万 
为 深远 。 

宋 元 数 学 高 潮 早 在 唐 中 叶 已 见 端 侈 。 随 着 
商业 贸易 的 茵 勃发 展 , 人 们 改进 筹 算 科 除 法 ， 
新 .日 ( 唐 书 3 记载 了 大 基 这 类 书籍 ,可 惜 绝 大 多 
数 失传 , 只 有 韩 延 ( 生 平 不 详 )《 算 术 》(8 世纪 ) 
以 《夏侯 阳 算 经 3 的 名 义 流传 下 来 ,该 书 提出 了 
若干 化 乘除 为 加 减 的 捷 算 法 ,并 在 运算 中 使 用 
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了 十 进 小 数 , 极 可 宝贵 。 

11 世纪 上 半 叶 页 宪 ( 生 平 不 详 ) 撰 《黄帝 九 
章 算 经 细 草 》, 是 为 北宋 最 重要 的 数学 著作 。 页 
宪 曾 尾 堪 班 典 直 ( 低 级 武官 ), 蚌 当时 著名 天 文 
学 家 RA FETT A AEE IE SAC REM AR) 
TE. CIR. HOES IL ROR FP i BT 
象 甚 至 数值 的 术 文 天 都 抽象 成 一 般 性 术 文 , 提 
高 了 《 九 章 算术 3》 的 理论 水 平 ; 他 对 某 些 类 型 的 
数学 问题 进行 概括 ,比如 提出 开 方 作法 本 源 即 
材 宪 三 角 , 作 为 他 提出 的 立成 释 锁 ( 即 开 方 )? 法 
的 算 表 ,这 是 开 方 问题 的 网 ;他 提出 了 若干 新 的 
重要 方法 ,其 中 最 突出 的 是 创造 增 狗 开 方 法 ,并 
提出 了 开 四 次 方 的 程序 。 贾 宪 的 思想 与 方法 对 
宁 元 数学 影响 极 大 ,是 宋 元 数 学 的 主要 推动 者 
之 一 .黄帝 九 章 算 经 细 草 》 因 被 杨 斑 4 详 解 九 章 
算法 3》 抄 录 而 大 部 分 保存 了 下 来 (天 卷 一 、 二 及 
疮 三 上 半 部 , 卷 五 的 一 部 分 ) 。 

太 科 学 家 沈 插 ( 公 元 1031—1095 年 ) 对 数 
学 有 独到 的 贡献 .在 人 《 梦 溪 笔谈 ?中 首创 际 积 术 ， 
开 高 阶 等 差 级 数 求 和 问题 之 先河 ,又 提出 会 图 
术 ,首次 提出 求 弓 形 弧 长 的 近似 公式 。 

12 Hh 22 ERN ioe (HEE AS TE BR 4 I h R 
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TH). pA. E Ase ES T 
它 的 若干 题目 与 方法 ,《 缀 术 》 失 传 之 后 , 开 方 式 
的 系数 仍 缘 为 正 数 , 刘 益 突破 了 这 个 限制 ,首先 
引入 负 系 数 方程 ,并 创造 了 益 积 开 方 术 与 减 从 
开 方 术 求 其 正 根 ,杨辉 准 之 为 “ 实 冠 前 古 ”。 

1127 年 金 朝 人 主 中 原 , 赵 宋 南 迁 , 史 称 南 
宋 。1234 年 ,蒙古 赏 族 灭 金 ,后 来 建立 元 朝 。 
1279 年 元 天 南宋 ,统一 全 国 。13 世纪 中 时 至 14 
世纪 初 ,是 宋 元 数学 高 潮 的 集中 体现 ,也 是 中 国 
历史 上 留 下 重要 数学 著作 最 索 的 半 个 世纪 ,并 
形成 了 南宋 统治 下 的 长 江 中 下 游 与 金 元 统治 下 
的 太行 出 两 侧 两 个 数学 中 心 。 

南方 中 心 以 秦 九 妆 、 杨 辉 为 代表 ,以 高 次 方 
程 数 值 解法 . 同 余 式 解法 及 改进 隧 除 捷 算 法 的 
研究 为 主 。 北 方 中 心 则 以 李 治 为 代表 ,以 列 高 次 
方程 的 天 元 术 及 其 解法 为 主 。 元 统一 中 国 后 的 
朱 世 杰 , 则 集 南 北 两 个 数学 中 心 之 大 成 ,达到 了 
中 国 筹 算 的 最 高 水 平 。 

1247 年 秦 九 韶 据 成 4 数 书 九 章 》18 B.A 
启 , 字 道 古 ,自称 鲁 郡 ( 今 山 东 省 ) 人 , 约 1202 年 
生 于 普 州 安 后 上 县 ( 今 四 川 省 )。 他 生活 在 宋 元 激 
烈 斗 争 的 南宋 末年 ,并 卷 信 了 南宋 统治 集团 战 
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和 两 派 的 斗争 ,支持 抗战 派 吴 潜 , 仍 遭 刘 克 庄 等 
人 弹劾 。 贾 似 道 专 权 司 被 网 到 梅州 ( 今 广 东 和 省 )， 
不 入 ( 约 公 元 1261 年 ) 死 于 任 所 ,并 在 死 后 被 追 
随 贾 似 道 的 周密 丑 谈 不 堪 . 他 天 资 聪明 好 学 ,对 
数学 . 天文. 土木 建筑 .诗词 、 音律、. 马 马 等 都 十 
分 精通 ,他 多 次 呼吁 统治 者 部 仁政 ,并 把 数学 知 
We RA RRR ICE ALA RR HIL 
FA, CSN TL BE SP AAT. FRB. BR RE 
RE .营建 .军旅 .市 易 九 类 81 题 , 其 成 就 之 天， 
题 设 之 复杂 都 超过 以 往 算 经 ,有 的 问题 有 88 个 
条 件 , 有 的 管 案 多 达 180 条 ,军事 问题 之 多 也 是 
空前 的 ,反映 了 奈 氏 对 抗 元 战争 的 关注 .大 衍 总 
数 术 系统 解决 了 一 次 同 余 式 组 解法 ; 正 负 开 方 
术 把 以 增 蒋 开 方 法 为 主导 的 求 高 次 方程 正 根 的 
方法 发 展 到 十 分 完备 的 程度 ,有 的 方程 高 达 十 
次 :线性 方程 组 解法 完全 以 豆 箭 相 消 法 取代 直 
除法 * 提 出 了 与 海伦 公式 等 价 的 三 斜 求 积 公 式 ; 
使 用 了 完整 的 十 进 小 数 表 示 法 ,等 等 ,都 是 其 杰 
出 成 就 。 

杨辉 共 朱 五 部 数学 著作 ,传世 的 有 四 部 , 届 
元 以 前 数学 家 之 冠 .杨辉 , 字 谦 光 ,钱塘 5 今 杭 州 
市 ?人 ,生平 不 详 , 只 知 在 今 江浙 一 带 管 钱 粮 ,为 
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政 清廉 .与 其 他 大 家 比较 ,他 的 著作 偏重 于 教育 
与 普及 。1261 年 ,杨辉 在 刘 徽 注 、. 李 淳 风 等 广 
释 . 贾 宪 细 草 的 4《 九 章 算 术 》 基 础 上 作 解 题 、 比 
类 ,并 补充 了 了 图、 乘除.、 繁 类 三 卷 ,是 为 《详解 九 
BAH). >A FR. EA BD LEM, 
商 功 之 一 部 分 巴 佚 。 商 功 章 的 比 类 中 的 埃 积 术 
发 展 了 沈 括 的 际 积 术 ;“ 纂 类 ” 则 打破 了 《 九 章 算 
本 3 的 分 类 禄 局 , 按 方 法 分 成 滋 除 、 互 换 、 合 率 、 
Sh BESS . 登 积 . 辟 不 足 . 方 程 . 勾 股 九 类 .1262 
LRA MEE) SETORA, RA 
有 少量 题目 保存 下 来 。1274 FERREE 
未 》 二 卷 。 卷 上 的 “ 习 算 纲目 "是 一 个 从 启蒙 到 
《 九 章 》 主 要 方法 的 数学 教学 计划 。 本 书 还 总 结 
TAAPERO i. E SE A 
比 类 乘除 捷 法 》 二 卷 , 引 用 了 刘 益 的 方法 与 题 
目 ,批评 了 《五 曹 算 经 } 四 不 等 田 求法 的 错误 . 同 
年 ,编纂 《4 续 古 摘 奇 算法 》 二 着 ,对 纵横 图 即 约 方 
研究 颇 有 和 献 。 后 三 部 书 又 常人 台 称 为 4 杨辉 算 
法 》。 - 

十 二 ,十 三 世纪 ,北方 出 现 了 许多 天 元 术 著 
作 , 大 部 失传 ,流传 至 今 的 最 早 的 以 天 元 术 为 主 
要 方法 的 著作 是 李 涌 的 《 测 贺 海 错 》12 卷 (公元 
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1248 Æ) 438 HIRES CAS 1259), ¥ 
AJG 1192—1279 Æ), FCW, 5At e AE 
栾 城 ( 今 河北 省 ) 人 , 生 于 大 兴 ( 今 北京 市 )。 其 父 
为 官 清 廉正 直 , 李 冶 自 永 受到 良好 的 教养 , 且 爱 
好 数学 ,青年 时 便 成 为 名 重 中 原 的 学 者 , 金 词 赋 
科 进 士 。 和 人 元 EB FT i qué 郭 1( 今 山西 
省 北部 ?一 带 , 在 极为 艰苦 的 条 件 下 研究 数学 及 
各 种 学 间 , 常 弦 馆 Czhan 千 ] 不 继 , 而 聚 书 环 博 。 
125) 年 起 ,主持 封 龙 书院 ( 今 河 北 省 )。1257、 
1260 年 两 次 受到 元 主 忽 必 列 召见 ,发 表 了 立法 
E EAA AT GEMA IRATI , 止 征战 , 反 
对 种 族人 岛 见 的 政治 主张 .他 和 被 聘 为 输 林 学 士 。 然 
而 他 董 于 作 唯 天 子 、 衬 相 之 命 是 听 的 御用 文人 ， 
不 久 便 以 老病 为 辞 回 到 封 龙山 。 他 一 生 文史 著 
述 颇 多 AL FEC AR HG AS RED. CT ET 
AEREE T ARE Ss Bad 10 种 基本 关 
REB — OPM 1S TP aE SAKA 
提出 了 170 个 求 圆 径 长 的 问题 ,答案 当然 都 相 
fa] .这些 问题 大 都 要 用 天 元 术 列 出 方程 . 卷 一 基 
全 书 的 理论 基础 ,包括 三 城 图 式 .识别 杂记 等 部 
分 。 圆 城 图 式 以 天 ,地 . 北 、 坤 等 汉字 表示 点 ,是 
个 创举 。 识 别 杂 记 提 出 692 条 公式 , 除 八 条 外 都 


| 20 一 ”中 要 古代 数学 综述 


是 正确 的 , 集 历 代 名 股 形 与 圆 的 关系 研究 之 大 
成 。《 益 古 演 段 3》64 间 ,这 是 一 部 用 天 元 本 半 释 
蒋 周 (可 能 是 北宋 人 站 益 古 集 》 的 方程 列 法 的 著 
必 . 其 中 保存 了 ¢* 益 古 集 》 的 若干 题目 和 旧 术 ( 方 
法 )。 

朱 世 杰 有 两 部 重要 著作 ¢ 算 学 启蒙 》( 公 元 
1299 SE) «(PSU EE (ATC 1303 i. A 
EAR, SEY PA EL CSE RD A AEE 
不 详 。 他 在 13 世纪 末 以 数学 名 家 周游 全 国 20 
余年 ,向 他 学 习 数 学 的 人 很 多 .《 算 学 启蒙 》20 
门 ,259 lel. se TASER OR ACHE ee He EH 
方法 、 天 元 术 等 当时 数学 各 方面 的 内 容 , 形 成 了 
一 个 较 完 整 的 体系 。* 四 元 玉 鉴 324 门 ,288 问 ， 
卷首 给 出 古 法 七 科 方 图 (改进 了 的 质 宪 三 角 ) 等 
四 种 五 幅 图 ,以 及 天 元 术 、 二 元 术 .三 元 术 、 四 元 
术 的 解法 范例 .创造 四 元 消 法 ,解决 了 多 元 高 次 
方程 组 问题 ,以 及 高 阶 等 差 级 数 求 和 问题 ,高 次 
招 差 法 问题 ,是 本 书 最 大 的 贡献 .此 书 是 中 国 证 
代 水 平 最 高 的 数学 著作 。 

杨辉 . 朱 世 杰 等 人 对 短 算 厄 除 捷 算 法 的 改 
进 . 总结, 导致 了 珠算 盘 与 穆 算术 的 产生 (大 约 
在 元 中 时 ) ,完成 了 我 国 计 算 工 具 和 计算 技术 的 
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Pe APERA RMT RR) 
ERRER Y EFFERRE E A aE RR PR E 
法 的 着 作 。 


5 明 清 数学 一 一 从 衰落 到 难 难 
的 复兴 


元 中 时 之 后 ,中 国 数学 急剧 台 落 ,元 来 的 风 
部 著作 只 是 对 科 除 捷 算 法 有 所 改进 。 明 永乐 年 
fal (48 50, 1403—1425 年 ) 修 《4 永乐 大 典 》, 将 前 此 
的 中 国 数学 著作 按 起 源 、 各 种 数学 方法 及 音义 、 
繁 类 等 分 类 抄录 。 汉 唐 宋 元 数学 著作 在 明代 大 
都 散 佚 , 清 中 叶 修 《四 库 全 书 》, 中 国 古 算 书 多 赖 
此 重新 面世 。 

BACAR. AB SS Ae ,学 者 们 很 少 
留心 数学 。 顾 应 祥 、 唐 顺 之 是 明代 数学 大 家 ,全 
然 不 性 天 元 术 和 增 乘 开 方 法 。 景 泰 元 年 (公元 
1450 年 ) 吴 敬 扎 k 九 章 算法 比 类 大 全 3 十 卷 , 收 
集 历 代 应 用 题 ORE TSE ERR. 
元 明之 后 , 随 着 筹 算 扶 算法 的 完备 ,珠算 术 产 生 
并 得 到 普及 , 明 朝 出 现 了 一 批 有 关 珠 等 的 著作 。 
其 最 著者 为 程 大 位 的 4 算法 统 宗 }( 公 元 1592 
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年 ), 凡 17 卷 ,595 问 。 此 书 适 应 商业 发 展 的 需 
要 ,以 珠算 为 主要 计算 工具 ,并 载 有 珠算 开 方 
法 .此 书 在 以 后 二 .三 百年 间 被 多 次 翻 刻 、 改 编 ， 
MRA RR. BAM, SS, SRE. 
体 宁 ( 今 黄山 市 屯 溪 区 7 人 ，, 曾 在 长 江 中 下 游 地 
区 经 商 , 注 意 收 集 算 经 和 数学 问题 ,晚年 扔 成 此 
书 。 

16 世纪 来 , 利 玛 赛 等 欧洲 传教 士 来 华 , 与 
徐光启 等 一 起 翻译 4 几何 原本 ?等 著作 。 后 来 , 传 
教士 们 又 引入 了 三 角 学 .对 数 等 西方 初等 数学 ， 
从 此 ,中 国 数学 开始 了 中 西 会 通 的 阶段 。 清 朝 
260 余年 , 留 下 数学 著作 极 多 ,都 在 不 同 程度 上 
融会 中 西数 学 ，。 | 

清 宣 城 梅 文 鼎 (公元 1633—1721 年 ?潜心 
于 中 西数 学 研究 , 闭 述 甚 多 ,其 孙 梅 栅 成 将 他 的 
著作 编辑 成 4 梅 氏 从 书 辑 要 3》60 卷 , 其 中 数学 著 
作 13 种 40 着 ,内 容 遍 及 当时 中 国 数学 的 各 个 
门类 ,对 清朝 数学 影响 极 大 。 

DR RR Se iy Re ee Se Se A E A f 
Fre «HA Ze PS, BR JER SS She ES) « a 253, 
全 面 系统 地 介绍 了 当时 传 入 的 西方 数学 知识 。 
上 编 立 纲 明 体 ， A Le AS OR 
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本 等 五 卷 ;下 编 分 条 致 用 ,为 实用 数学 和 异 根 方 
比例 ,以 及 对 数 . 三 角 函 数 等 40 卷 , 表 4 种 8 
卷 , 同 桩 对 清朝 数学 产生 了 巨大 影响 .此 书 于 雍 
正 元 年 (公元 1723 年 ?印行 。 

1723 年 , 政 正 帝 即 位 ,认为 传教 士 不 利于 
自己 的 统治 , 除 少 数 供职 于 钦 天 监 者 外 ,将 传教 
士 悉 数 赶 到 澳门 。 此 后 ,西学 的 传 入 遂 上 告 一 段 
车 ,中 国 数学 家 一 方面 消化 前 此 传 入 的 数学 知 
识 , 一 方面 忙于 整理 中 国 古 典 数 学 著作 。 

1773 46 By RE HR HEXK ESB). RR 
(公元 1724—1777 FO MOK RK EP A 
WS) CFL ERR). OE BE) FR 
2) (RGR) (ARAL RME RA 
REVS CRY SRE FMR. ABILE). 
« itd Al PEED. A oc ESE RY EST HBE 
Rang 2c SR Hy BR ee A OP RC ASC 
1736—1820 年 ) 研 究 整 理 中 国 古 典 数 学 的 热 
潮 。 古 书 注 释 以 李 满 人 ? 一 公元 1812 KLE 
算术 细 草 图 说 》、 罗 士 琳 ( 会 元 1789 一 1853 年 ) 
《四 元 玉 鉴 细 草 3》 影响 较 大 。 而 开创 性 的 研究 则 
以 焦 循 (公元 1763—1820 E H EEF AAE 
(AJE 1768—1813 年 4 衔 帝 算 学 》、 李 锐 ( 公 
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元 1768—1817 年 次 李 氏 算 学 遗书 》 最 为 有 和 名。 

18 世纪 初 ,法 人 杜 德 美 ( 公 元 1668 一 1720 
EHARA TB RE OES P= A Ph BH 
2 SiC RRP aE = FY PR A RT AR Be BER FP 
的 研究 成 为 中 国 数 学 家 的 重要 课题 . 明 安 图 (7? 
世纪 末 至 18 世纪 60 年 代 ), 董 衬 诚 (公元 
1791—1823 年 )、 项 名 达 ( 公 元 1789—1850 
oF). BPA CAJE 1805—1860 年 ) 等 都 作出 了 杰 
出 贡献 。 李 善 兰 ( 公 元 1811—1882 年 ?的 《方圆 
闸 贿 》¢ 弧 矢 启 秘 》.《 对 数控 源 六 公元 1845 年 ) 
在 三 角 消 数 与 对 数 冰 数 的 研究 上 取得 了 更 大 的 
ROM. heey RRR SLPS ER 
分 的 公式 ,在 接触 西方 微 积 分 思想 之 前 独立 地 
i MRSS SBSH. FER, SRD. a 
海 守 人 人。 幼年 即 嗜好 数学 ,30 余 岁 即 获 创造 性 
成 果 。 

1840 4, FSR A ASI T AS H SF 
的 大 门 * 中 国 逐 渐 沦 为 半封建 洲 殖 民 地 社会 。 西 
方 数学 以 前 所 未 有 的 规模 大 量 传人 。1852 年 李 
善 兰 到 上 海 ,与 奖 国 传教 士 伟 烈 亚 力 (公元 
1815 一 1887 年 ) 合 译 {¢ IL MR EDS IL CIE 
学 343 着 、《 代 徽 积 拾级 318 卷 等 许多 西方 数学 


Fr. 
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著作 ,后 者 是 中 国 第 一 部 微 积 分 学 译 著 。 后 来 ， 
ERRAZ 1833 一 1902 年 ) 与 英 人 傅 兰 雅 合 
ik T OERA D. a DEE DH IR D CE A RE p. Ce KE 
数学 3》 等 忆 , 上 后 者 是 中 国 第 一 部 概率 论 译 著 。 他 
们 创造 的 许多 术语 广 令 还 在 使 用 ， 李 善 兰 还 融 
会 中 西 ,著述 鼎 丰 ,《 桶 曾 正 术 解 }》 等 四 种 是 关于 
圆锥 曲线 的 研究 ,4 级 数 回 求 》 等 是 关于 适 级 数 
的 研究 ,而 《4 翅 积 比 类 》 则 在 朱 世 杰 基 础 上 系统 
解 次 了 高 阶 等 差 级 数 求 和 问题 ,并 媒 出 了 著名 
的 李 善 兰 恒等式 。1872 FEC BARE J, IEA 
了 费 尔 蕊 小 定理 ,提出 了 素数 判定 法 则 -他 的 车 
作 汇 集 为 《 则 十 背 裔 算 学 }》, 包 括 14 种 科学 著 
作 。 李 善 兰 是 开展 现代 数学 研究 的 第 一 位 中 国 
数学 家 。 然 而 ,总 的 说 来 ,时 处 清末 ,经 济 训 落 ， 
社会 动荡 ,有 志 于 现代 数学 的 人 没有 与 现代 工 
程 技术 结合 的 条 件 , 不 可 能 有 大 量 可 观 的 成 果 ， 
而 士大夫 阶层 更 多 的 人 抱 有 西学 为 我 中 华 所 国 
有 的 偏见 ,不 求 其 解 。 此 后 不 久 , 尤 其 是 维新 变 
法 和 新 文化 运动 之 后 ,中 国 十 代数 学 传统 基本 
中 断 ,中 国 数 学 研究 纳入 了 统一 的 现代 数学 .20 
世纪 是 中 国 数 学 复兴 的 世纪 ,人 们 期 竺 ,在 下 个 
志 纪 中 国 将 重新 取得 数学 大 国 的 地 位 。 


记 数 法 与 计算 工具 
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越 的 十 进位 置 值 制 记 数 法 和 方 
便 的 计算 工具 算 竺 是 中 国 在 代 
数学 长 于 计算 并 取得 逻 煌 成 就 的 前 提 条 件 。 


1 RAPALA F 


ARTIRA ARAE BRAT. e 
人 们 只 能 数 出 一 个 人 、 二 个 大 ;- 一 愉 羊 .二 只 羊 。 
有 的 原始 部 落 不 和 久 前 还 只 能 数 到 五 .五 以 上 就 
称 六 多 。 当 人 们 用 一 个 数字 ,比如 五 , 既 可 以 表 
示 五 个 人 ,又 可 以 表示 五 只 羊 或 别 的 什么 东西 
的 时 候 , 才 初步 完成 了 数 概 念 的 抽象 《 世 杯 》 说 
“SR By YF RC”. FA SE fe Ee TP E 
Cit A mt A a ATIE Pa E te Se A Re ET 
VATE EA . CF Se + FRE Die Se na oa 
REA H 2A", AA AY RRR 50 年 
4A 175 te 75 i a AK Ai RK. 
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随 荐 文字 的 萌芽 与 发 展 ,也 出 现 了 记 数 文 
字 。 公 元 前 三 四 干 年 的 西安 半 坡 遗址 和 公元 前 
BT PY TER BS R A Pp A. WW, 
KBAR +t AN RS ot RR 1:2, 
354,5565758,70, PEP A REP AIF SR 
字 , 其 中 13 个 记 数 单字 是 ， 


= A A A 十 


1 2 3 4 5 6 7 
Xo Y | a ð 2 %5 
8 9 10 100 1000 10000 


前 四 个 是 象形 文字 ,其 他 几 个 多 数 人 认为 是 假 
借 字 , 如 叉 是 午 , 门 、 和 信 是 入 ,十 是 切 , 江 是 分 , 素 
EH RRR). SER RMT. SHS 
A”, FEA EX tH Rea 
& MMU OS. SEL Sa 
20, 30.50.80. 200,800 , 2000, 8000, 30000, FA 
文 用 九 个 数字 与 四 个 位 置 值 符号 ,可 以 宕 示 大 
到 成 万 的 任何 自然 数 ,已 有 位 置 值 制 萌 芽 。 
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2 #4 


BS Pe Feat. ARERR. 《老子 》 说 
“ 善 数 不 用 筹 策 ”, 说 明 在 春秋 未 年 以 前 筹 ( 策 ) 
就 是 人 们 的 主要 计算 工具 。 算 筹 记 数 采取 纵横 
两 式 ，: 


织 式 | 于 TT 
fr — == BH liste 
123 45 67 8 9 


其 记 数 制度 的 完整 表述 出 现在 《孙子 算 经 》 中 : 
“ABZ RHE. MHR. ET, F 
THR. 77 Ss 4 Be EDM Rb ET “OH 
六 已 上 ,五 在 土方 ,六 不 积 算 , 五 不 单 张 ”。 就 是 
代 用 上 述 符号 ,以 及 用 空位 表 零 , 则 任何 一 个 自 
然 数 都 可 以 表示 出 来 ,比如 1991 Eg- mMm l, 
它 洛 全 采用 十 进位 置 值 制 , 这 是 当时 世界 上 最 
简便 的 计算 工具 ,最 先进 的 记 数 制度 , 比 古 巴 比 
伦 的 六 十 进位 置 值 制 方便 , 比 二 希腊、 罗马 的 十 
进 非 位 置 值 制 先进 。 许 多 学 者 认为 印度 阿 
拉 们 数字 的 创造 ,借鉴 于 中 国 古 代 的 十 进位 置 
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值 制 记 数 法 。 根 据 齐 微 的 记载 ,负数 产生 后 ,用 
SL ARIES, BSR iM. “RE MILA”. R 
元 算 书 算 草 中 通常 在 最 后 一 个 有 效 数 字 上 加 一 
PIER RS aR Th BE 

算 血 通常 用 竹 , 也 有 用 木 、 骨 . 石 制 成 的 。 
《 汉 书 》 载 ;“ 其 算法 用 竹 , 径 一 分 ,长 六 寸 ", 分 别 
合 今天 0. 23cm 与 13. 8cm, 陕 西 千 阳 、 旬 阳 发 现 
的 算 筹 证 详 了 这 种 记载 。 但 是 算 筹 太 长 , 布 算 面 
积 过 大 ,截面 为 圆 形 , 容 易 深 动 。 随 着 计算 的 发 
展 , 人 们 逐渐 缩短 算 董 长 度 , 并 使 截面 由 圆 变 
方 。 石家庄 出 土 东 汉 算 筹 ,截面 就 为 方形 ,长 度 
已 缩短 为 7.8 一 8. 9cm 。 

用 算 筹 进行 计算 , 便 是 筹 算 .中 国 古 代数 学 
的 辉煌 成 就 ,大 都 借助 于 算 筹 与 筹 算 取 得 的 。 


3 KRHA 


自 唐 中 叶 至 宋 元 时 期 ,人 们 不 断 改进 筹 算 ， 
创造 了 许多 履 除 捷 算法 和 口诀 ( 见 下 节 )。 这 便 
产生 了 新 的 矛盾 : 嘴 哈 口诀 很 快 , 手 摆 算 筹 很 
慢 , 得 心 不 能 应 手 。 创 造 新 的 计算 工具 成 为 迫切 
需要 ,珠算 盘 便 应 运 而 生 . 《 数 术 记 遗 ?中 的 珠 
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算 , 算 珠 不 穿 档 , 且 无 口诀 ,实际 上 不 如 筹 算 方 
便 ,. 现 在 使 用 的 珠算 盘 产 生 于 何 时 , 自 清 初 以 来 
学 术 界 争论 很 多 。 有 人 认为 有 北宋 算 珠 出 土 ， 
《清明 上 河 图 > 赵 家 药 铺 和 柜台 上 有 一 算盘 。 也 有 
人 认为 算 珠 出 土 土屋 有 问题 , 赵 家 柜台 上 是 一 
钱 板 ,而 非 算盘 ,坚持 认为 珠算 盘 产 生 于 元 来 明 
初 .我 们 认为 ,使 用 口诀 并 取代 算 筹 为 主要 计算 
工具 的 珠算 盘 的 产生 应 在 元 中 叶 以 后 。 珠 算盘 
至 今 在 中 国 乃至 东亚 、 东 南亚 各 国人 民 的 生产 
生活 中 发 辉 着 巨大 作用 。 


4 OKH 


中 国 古代 没有 笔算 , 筹 算 中 用 空位 表示 仆 ， 
空位 是 一 种 没有 笔划 的 符号 。 宁 元 算 书 中 多 有 
详 草 。 详 草 中 的 数码 是 借用 筹 式 数字 加- 一 个 表 
《的 符 导 而 成 的 。13 Hir 40 年 代 被 分 裂 在 中 
国 南 北 的 秦 九 廊 、 李 冶 使 用 了 大 体 一 致 的 数码 。 
北方 李 治 的 数码 是 : 


= — 
— =— 


南方 的 数码 则 将 出 ( 友 ?改作 X, 将 训 改 作 近 ,将 
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TM DERE XOX) 其余 同上 。 印 度 阿 拉 伯 数字 
用 0" 表示 零 , 中 国 用 “C0”, 这 个 符号 是 中 国人 
独创 的 ,原来 吉 籍 中 有 用 [表示 脱 详 的 习惯 , 书 
号 的 方便 ,逐渐 变 成 “D0” 形 ,《 金 忠 》 大 明 历 有 
“PO C= "Se Be .明代 商业 的 发 展 ,产生 了 暗 
码 , 与 南宋 符 导 基本 相同 ,只 是 书写 迅速 ,将 定 
变 成 瑟 , 义 变 成 义 , 这 种 瞳 码 一 直 沿 用 到 本 世 
纪 。 


ZHONG GUO 


WEN HUA SHI 
ZHI SHI 


CONG SHU 
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传 算 经 都 未 讲 到 等 算 的 整数 加 

PO eS 减法 则 ,大 约 是 学 习 这 些 算 经 
前 必须 通晓 的 。 各 种 算 经 中 涉及 到 的 算术 运算 
有 有 莱 队 法, 分数 与 小 数 的 四 则 运算 ,各 种 比例 算 
TERA REAR. MBA RRS hie BH 
AUC 


1 ALR HRY ERI 


SE BR 2: FH WG) EA BULLS. 《管子 》 与 刘 徽 
MRA IK EVE FLILZ A LIL SRR ILILR 
RRE SR Aa (PR. FRAY ALIL ARMA 
“FILA + a A“ = ek ae. RR 
《 吕 氏 春秋 》、 汉 初 * 韩 诗 外 传 》 等 典籍 还 记载 了 
齐 粗 公设 庭 粽 以 九 九 招贤 的 故事 ;可见 九 九 表 
是 当时 人 们 的 常识 ， 

早 在 先秦 人 们 已 经 说 热 乘 除法 则 , 据 《 孙 于 
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WE OR, ASE. R= PR. LLP AT 
乘 数 , 中 行为 积 。 将 下 数 向 左 黎 , 使 下 数 未 位 与 
上 数 首位 相 齐 ,以 上 数 首 位 上 自 左 向 右 乘 下 行 各 
数 , 相 如 后 放 入 中 行 。 去 掉 上 行 首位 ,下 数 右 移 
一 和 伍 ,以 上 数 次 位 自 左 向 右上 生 下 行 各 数 , 加 入 中 
FT. SALAS TE » PEAS FU FEAR 

除法 是 来 法 的 逆 运 算 , 被 际 数 称 为 实 , 放 在 
中 行 , 人 除数 称 为 法 ,在 下 行 , 队 的 过 程 称 为 ” 实 如 
法 而 一 ”。“ 实 " 汶 于 被 分 的 实在 的 东西 ,法 是 法 
WU. PRE AY BR Gt SiS Ms EP AT 
法 的 数 , 便 得 一 ,因此 , 实 中 有 几 个 法 便 得 几 ,使 
法 、 实 首位 相 齐 (如 实 与 法 相 齐 部 分 小 于 法 , 则 
将 法 问 右 移 一 位 ) ,位 得 南 数 首位 , 放 于 上 行 ,从 
在 向 右 办 法 的 各 数 , 随 即 减 实 , 然 后 将 法 向 右 移 
一 位 ,再 议 商 的 次 位 ,重复 上 述 步 又 ,一 直 进 行 
到 法 , 实 个 位 相 章 ,如 实 不 尽 , 便 以 余数 为 分 子 ， 
法 为 分 母 命 名 一 个 分 数 。 


2 分 数 与 小 数 


刘 微 说 :“ 物 之 数量 ,不 可 悉 全 , 必 以 分 言 
Z.” ERREAK ARP ECKA E H a k. i 
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分 数 的 完整 理论 则 出 现在 4 九 章 ) 方 田 章 。 首 先 
是 约 分 法 则 :分 子 .分 母 能 同时 被 2 整除 , 则 先 
被 2 除 。 不 能 被 2 整除 , 则 在 旁边 使 分 子 、 分 母 
以 少 减 多 ( 即 从 多 中 减 去 少 ), 驾 转 相 减 , 求 其 最 
大 公约 数 ( 称 为 等 数 ), 以 此 约 之 ,这 种 方法 与 欧 
几 里 得 求 最 大 公约 数 的 方法 一 致 。 如 方 旦 章 第 
6 BAL ISP SS 


49 49 7 T 
—_ 一 一 


7 便 是 最 大 公约 数 ,以 7 SF SP E, 

分 数 加 法 称 为 全 分 ,减法 称 为 减 分 ,其 法 则 
是 :分 子 互 葬 分母, 相 加 ( 减 ) 作 为 实 ,分 母 相 乘 
fe 为 法 , 实 如 法 而 一 。 即 主 士 卫 一 可 土 后 


d ~ bd db 
=the, 这 里 用 到 通 分 ， 但 未 用 最 小 公 倍 数 作 


St BE 
SY FEE GE TED NUE «SP ESE 9S} 
FHWA. BEX Ga pp SOR. 
分 数 除法 叫 经 分 。 九 章 ? 将 实 与 法 通 分 ,使 


a.c ad cb 


分 子 相 除 ; 刀 二 于 一 首 二 全 一 站。 x) Ge E T A 
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inser. 2 +S -8 x $4 Sopa, 

这 是 世界 上 最 早 的 分 数 运算 法 则 。 分 数 算 
法 大 约 在 15 世纪 才 在 欧洲 流行 ,认为 这 种 算法 
源 于 印度 。 实 际 上 印度 7 世纪 婆罗 门 租 多 才 有 
分 数 运 算法 则 , 且 都 与 中 国 相 同 , 中 国 古 算 经 中 
有 若干 分 数 应 用 题 。 如 《孙子 算 经 》《 张 丘 建 算 
经 > 都 有 “河上 葛 杯 ” 间 ; 一 妇女 在 河 边 洗 杯 盘 ， 
有 人 间 她 杯 盘 为 什么 这 么 多 ?她 管道 :家 中 有 客 
人 ,不 知 其 数 。 只 知道 2 人 合用 一 个 菜 盘 ,3 人 
合用 一 个 汤 标 ,4 人 合用 一 个 饭碗 ,共用 杯 荔 65 
个 。 问 客人 是 多 少 ? 其 算法 是 ;65 二 (去 十 志 


ty ugg 13 
+7? 65+ 12 806A). 


在 数学 史上 ,小数 的 产生 比分 数 晚 得 多 .。 刘 
微 在 开 方 不 尽 时 用 十 进 分 数 ( 微 数 ) 带 近 元 理 根 
的 近似 值 , 开 十 进 小 数 之 先河 。 十 代用 分 . 厘 、 
毫 、 丝 , 秒 、 乱 表示 分 以 下 的 奇 零 部 分 。 采 本 ¢ 夏 
候 阳 算 经 ?常常 以 基 个 整 单位 表示 ,不 再 列 出 微 
数 单位 ,如 将 绢 1525 匹 3 丈 7 尺 5 寸 化 为 1525 
匹 9375(1 匹 一 4 丈 ), 实 际 上 是 一 个 十 进 小 数 。 
Fe SLBA FERAIS 1863. 2 寸 表 示 成 1*。32 ,与 今 
之 记 法 基本 相同 .杨辉 . 朱 世 杰 先 后 总 结 了 民间 
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化 斤 两 为 十 进 小 数 的 歌 雇 。 中 国 是 世界 上 最 先 
使 用 小 数 的 国家 ,中 亚 的 阿尔 ， 卡 西 13 Hee A 
掌握 十 进 分 数 ,。 西 方 斯 台 汶 1585 年 才 有 十 进 小 
数 概念 , 记 法 远 不 如 唐宁 时 的 中 国 , 如 上 述 小 数 


TAK, , pane a a S825 egern gob Foy se i 


3 比例 与 比例 分 配 


be Gl fal GE FG LSB, CLE DEK 
章 的 今 有 术 是 完整 的 比例 算法 :已 知 所 有 数 ,所 
有 率 和 所 求 率 , 唱 所 求 数 为 

所 求 数 一 所 有 数 X 所 求 率 二 所 有 率 。 
这 种 方法 传 到 印 魔 和 西方 语 吊 三 率 法 (rujle of 
three)。 刘 徽 认为 , 今 有 本 是 一 种 普遍 方法 。 几 
是 九 数 中 药 问 题 , 只 要 能 找 出 其 中 的 率 关 系 , 通 
过 章 同 变 换 , 无 不 归于 此 术 。 如 《¢ 九 章 ) 均 输 章 的 
题目 :一 客人 离开 旅馆 时 忘记 带 家 服 ,过 了 十 
天 ,主人 发 现 了 , 骑 马 塌 上 客人 还 给 他 衣服 ,加 
RRS. 客人 的 马 一 日 行 300 里 , 问 主人 的 


马 一 百 行 多 少 ? 刘 徽 认为 , 宇 一 二 一 蕊 是 主人 扎 
客 来 回 用 月 率 ,六 是 主人 追 客 用 日 率 , 二 十 坪 
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客人 大 马 行 率 , 客 人 用 日 率 即 主人 大 马 行 率 ,因此 客 
GITE 5, 为 所 有 率 , 主 马 行 率 13, 为 所 求 率 ， 
300 里 为 所 有 数 。 主 人 号 一 日 行 二 300 BX 13 
二 5 一 780 里 。 

比例 分 配方 法 古代 叫 训 分 术 : 各 部 分 的 比 
便 叫 列 衰 .《 九 章 3》 提 出 的 方法 是 ; 设 所 分 的 数 是 
A SEA ac ay 列 误 之 和 为 法 , 基 一 列 
i= 1.2,--D FER RM 4 为 实 , 实 如 法 
而 一 , 便 是 其 一 部 分 A; = Aa + (a, tate: 
十 oo)。 刘 徽 认为 它 可 以 归结 为 今 有 术 : 所 分 的 
MA AMAR. WS MAAS. Ee H 
BRR AS RL — BBS} Hy BRE. OO ILE a 
题目 ;和 牛 、 马 、 羊 吃 了 人 家 的 青苗 , 苗 主 要 求 赔偿 
5 斗 洛 子 。 苇 主 说 :我 的 羊 只 吃 了 马 的 一 半 ; 马 
主 说 ;我 的 马 只 吃 了 牛 的 一 半 。 问 各 赔偿 多 少 ? 
RETR , 列 训 是 4.2.1, 那 么 

年 :50 逢 1 二 (4 十 2 十 1)= 二 7 ait 


蕊 ;50 FX2+ 44241) =14 SH, 


A 50 F XK 4+ C442+19=28 oH. 


若 各 部 分 按 二、 二、…\ 半 的 比例 分 配 ,《 九 
章 》 称 为 返 套 术 , 其 公式 是 :4 一 4aias…a-iayi 
二 cc》 
徽 说 这 是 “ 动 者 为 不 动 者 训 ”。 性 九 章 算术 “。 训 
at BEIF >) 

政府 要 征收 赋税 ,赋税 有 的 缴 粮 食 , 有 的 是 
fit wSAPOAS PR init. RAS. 
如 何 分 配 才 能 使 各 户 的 负担 公平 合理 呢 ? 这 就 
是 均 输 问题 ,也 是 一 种 比例 分 配 问 题 , 只 是 各 县 
的 分 配 比 例 未 预先 给 定 , 而 是 要 根据 各 县 条件 
计算 出 来 。 设 县 革 应 缴 谷物 和 4 独 , 各 县 户 数 
分 别 为 papat po lB A A qoqa gas BEAL |] 
物价 rire erns ERK m A Cr — E kE 
i BEA RATT Hr aA i 县 的 分 

tr, 


配 比例 。 刘 徽 指 出 ,这 可 以 使 各 -+x 户 共 出 一 
解 , 则 每 户 均 为 一 钱 ,负担 公平 ， 


4 BAP Rw 


比例 和 比例 分 本 都 要 用 到 率 。 率 的 这 种 意 


三 ”算术 运算 43 | 


义 至 今 仍 然 使 用 。 刘 徽 拓 展 了 率 的 意义 ,提出 
“ 凡 数 相 与 者 谓 之 率 "”。 成 率 关 系 的 数量 同时 扩 
大 或 缩小 同样 的 倍数 ,其 率 关 系 不 变 。 比 如 甲 、 
乙 再 三 物 有 关系 :有 四: Aa: 乙 :两 一 入 
:ce 已 知 甲 为 4, 问 化 成 丙 为 多 少 ?《4 九 章 3 两 次 
应 用 今 有 术 , 甲 4 化 成 乙 B=. Z BERA 
Ab, 

a’ Abe 

C=F=p= Sp, O WESER. MRA, 

LSE AB + JZ AC A AA 
bb. AT PR TRAE AA AE, M A pE AT a, 
ab, AL FR EM ch , 称 为 与 乙 相 齐 , 即 甲 : 乙 
! Ajab? bb, cy 对 四 .再 直接 应 用 今 有 


C= ae . 刘 徽 把 这 种 变换 称 为 齐 同 原理 


源 于 分 数 通 分 ,将 所 与 5 通 分 ,化 万 相同 分 母 
bd, 然 后 使 两 者 的 分 子 与 分 母 相 齐 , 分 别 变 成 
ad .bc; 两 分 数 变 成 竹 、 克 ,这 叫做 齐 其 于 , 同 其 
母 。 实 际 上 , 刘 徽 把 分 子 . 分 母 看 作 一 组 率 的 关 
系 , 与 现代 算术 教科 书 关 于 分 数 的 定义 一 致 。 
齐 同 原 理 在 运算 中 作用 特别 大 ,而 齐 同方 
式 则 是 多 样 的 。 如 《 九 章 》 均 输 章 题目 ;野鸭 从 南 
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海 飞 至 北海 需 7 天 ,大 膝 从 北海 飞 至 南海 需 9 
天 , 若 两 者 从 南 .北海 同时 超 飞 , 问 几 天 相逢 ? 刘 
微 提出 了 两 种 齐 同方 式 ; 飞 一 个 单程 ,野鸡 7 
RKHS 天 。 车 使 两 者 天 数 相向 ,都 是 63 K, 
MISTES K 9 个 单程 .大雁 飞 7 个 单程 ,与 68 天 
相 齐 。 又 鸭 与 大 砍 同 时 起 飞 , 则 63 天 飞 (49 十 7) 
个 单程 ,因此 5 天 飞 一 个 单程 , 妈 相 办 日 。 齐 
癌 原 理 也 可 这 样 应 用 :一 -天野 觅 飞 单程 的 二 ,大 
脸 飞 地。 车 将 一 个 单程 分 成 63 份 , 则 野鸭 一 
KPIS KEKE. RAK TM 


程 的 55 二 份 , 因 此 共 飞 一 个 单程 需 1 OF 


一 区 5 天 。 两 者 殊途同归 ,都 证 明了 《 九 章 解 
法 的 正确 性 . 

率 与 齐 同 原 理 ,在 其 他 运算 中 的 应 用 ,后 面 
将 陆续 谈 到 。 刘 微 把 它们 看 成 运算 的 纲 纪 ， 


5 HH Rew 


筹 算 乘 除法 三 行 布 算 , 很 不 方便 - 唐 中 叶 之 
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后 适应 商业 发 展 的 需要 ,人 们 着 手 简化 筹 算 乘 
除法 ,一 是 化 三 行 布 算 为 一 行 布 算 ,二 是 化 乘除 
为 其 碱 , 通 常 称 为 溢 除 捷 算 法 。 RAN fe Pa 
经 》 中 有 许多 化 老人 位 乘法 为 一 位 乘法 的 例子 。 如 
某 地 区 共 a 丁 , 每 丁 应 纳 庸 调 布 2. 45 oi i 
二 5 赤 ), 则 共 应 纳 布 端 数 为 ax2.45 二 ax7Xx7 
二 10 二 2, 把 一 个 含有 三 位 有 效 数 宝 的 小 数 冬 法 
化 成 一 位 的 两 次 菲 , 两 次 除 , 便 可 在 一 行内 完成 
运算 。 一 位 飞 法 称 为 因 , 这 种 方法 叫 重 因 法 。 

化 乘除 为 加 减 的 方法 称 为 身 外 加 减法 ,是 
FG CR RCT EA 1 的 一 种 乘除 捷 算 法 . 帮 本 《 夏 
(RIBAS FAM: > AS 2454 匹 ,每 匹 值钱 
1.7 贯 , 问 值 多 少 钱 ? 其 算法 是 2454 1.7 
= 2454 X 17+ 10= (245404-2454*7)+10,8 
中 2454 x17 BPP Ee: = I = il~= WE 68 一 
一 贡 918-> 一 7718-41718。 可 见 其 要 领 就 是 在 
$e He Sk Ax Et a 10 FE Sb Mb Bk He BK A He RL Hh 
位 之 积 , 艳 称 为 身 外 加 法 。 和 上 自然, 乘 数 的 两 有 效 
数字 则 有 (4 人? 时, 便 用 隔 位 加 。 身 外 减法 与 此 要 类 
Mh 

PIRE SE BR HB EEO PARE SS REE 
AY BA GSE CA OR TT dR PR RE TR. 


| 46 = KEZE 


we PER RRO. URE CRD BO TE 1 BR 
CARD BE. GT RA FA GS. TES ENG ECR > CY 
ÉGER L A CE RE CR) ,这 种 方法 
称 为 “ 求 一 ” 术 .杨辉 4 乘除 通 变 本 末 ?中 有 ”“ 求 一 
RER RKR., RR RRE: AAR E, 
A ARZE. L E B ATA. 
售 折 本 从 法 , 实 即 反 其 有 ( 自 注 ; 倍 法 必 折 实 , 倍 
实 必 折 法 )。 用 加 以 代 乘 ,斯 数 足 可 守 。" 例 如 
237 X 56=(237 5—2) x (56X 2)=118.5X 112, 
FAM A SER HEH. 14 tE RRRA ee, 
这 种 方法 便 被 淘汰 。 
归 除 是 在 九 归 与 减法 基础 上 发 展 起 洲 的 。 
归 指 一 位 除法 ,从 1 到 9 的 一 位 除法 称 为 九 归 ，。 
经 过 杨辉 . 朱 世 杰 等 的 总 结 发 展 必 算 学 启蒙 》} 中 
的 九 归 歌诀 与 现今 珠算 口诀 形式 基本 一 致 : 
一 归 恕 一 进 , 九 一 进 成 十 。 二 一 添 作 
五 ,办 二 进 成 十 ,三 一 三 十 一 ,三 二 六 十 二 ， 
类 三 进 成 十 四 一 二 十 二 ,本 二 添 作 五 ,四 
三 七 十 二 , 疾 四 和 进 成 十 。 五 归 添 一 售 , 连 五 
进 成 十 。 六 一 下 加 四 ,六 二 三 十 二 ,六 三 添 
作 五 ,六 四 六 十 西 , 六 五 八 十 二 , 姓 六 进 成 
Toe eee JUM A Fon. 
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朱 世 杰 已 私 得 归 除 ,但 无 细 草 。 何 平子 4 详 明 算 
法 》 有 归 除 细 草 ,如 48895 -385，, 为 三 归 八 五 
除 , 其 细 草 是 : 列 被 除数 外 诗作 去 山 , 见 首 位 4， 
OF i = HH 1 | He TT 2 Ill, PE ABR AA. E 
LOO WS Ill FRAR A.B 1OS | Sil; K 
SOS PA 10, EAH +R 12S hs 
ll AF — ARR—-+AS ER 1 2 一 下 却 
败 ; 余 数 首位 是 2, 呼 三 二 六 十 二 ,; 汶 126 Ws 
川 , 呼 送 三 进 一 十 ;成 127 MM OER 
十 六 ,五 七 除 三 十 五 . 适 尺 ,得 127。 

后 来 ,人 们 又 刨 造 了 掩 归口 诀 , 解 决 大 除数 
如 和 何 确定 商 的 问题 .至 此 , 睾 算 捷 算 法 及 其 歌诀 
已 发 展 到 算 筹 与 筹 算 无 法 容纳 的 地 步 , 便 产生 
下 珠算 盘 和 球 算术 , 筹 算 口诀 变 成 了 珠算 口诀 ， 
即 珠算 的 算法 语言 。 


6 ATAR 


fm 7 FE ee A IL RCE. Ea 
WARE SAREH, A a Bt Oy, A ans 
AS FE a YAR BE? COLE aR 
方法 是 置 所 出 率 , 盈 .不 足 各 居 其 下 。 令 维 乘 


[as = REEK 


Prin SPA FPR AE. SMI 
一 ”。 ERDRE SE ab, tah, o TE b +O, IRBPRA 
BAT u UT Ae ABA 


v ab dh , 
7 =- bb, F5, C1} 


便 是 每 人 应 出 的 不 型 不 亏 的 数 。 对 共 买 物 的 问 
题 ,“ 置 所 出 率 , 以 少 碱 名 , 余 , 以 约法 、 实 。 实 为 
物价 ,法 为 人 数 ”, 即 


刘 徽 以 齐 同 原理 论证 了 它 的 正确 性 。 此 是 先 同 
组 `\ 不 是 为 Bb, 所 出 率 须 与 融 \ 不 足 相 齐 , 变 成 
Ab r db» 问题 成 为 by 次 所 出 a s k M Pb pl 次 


所 出 ass TEAR At bb, 。 因此 fy + bs 次 共 出 aid 
tabh WR BRS AER EE: .而 
+ 和 是 众人 之 差 : 它 是 由 一 人 之 你 lw al RA 


TRAS BE EEI 便 是 信 数 ,这 也 证 明了 《 九 
章 》 第 二 种 方法 的 正确 性 ,第 二 种 方法 给 出 公 王 
H= oe 了 一 而 =Ha,— be, CTL DIRE 


出 了 两 名 Pa A ae A SS A AS [oY 
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解法 。 

任何 一 个 算术 问题 ,假设 一 个 管 案 , 代 入 原 
题 验 算 , 都 必定 会 出 现 僵 不足. 适 足 这 三 种 情 
渴 之 一 ,两 次 假设 , 便 成 为 一 个 僵 不 足 问 题 , 公 
式 (1) 就 是 为 这 些 问 题 提 出 的 ,以 " 泪 自 和 浔 ” 问 
为 例 ,已 知 梁 3 可 以 换 油 二 ,而 油 4 可 调和 漆 5。 
HAR 3 斗 , 谷 拿 出 一 部 分 换 油 ,使 换 得 的 油 恰 
好 能 调和 和 鱼 余 的 漆 。 问 用 于 换 油 的 漆 , 换 得 的 
油 BUA ARS Bb? 其 解法 是 : 假 令 用 于 换 
HATE 9 升 , 则 换 得 油 12 FE, BT PAE 15 升 ， 
30 一 (9 十 15) 一 6, 不 足 6 升 : 假 令 用 于 换 油 的 河 
12 升 , 则 换 得 油 16 Ft. OT UAE 20 升 , (12 


十 20) 一 30 一 2, 有余 2 升 .代入 (1) 式 .用 于 横 油 


、 12x6+9*K2 0.1 nao 
Ag Rte pe =]1 q (FO RG ih 15 


升 .调和 的 漆 18 SF, 

中 国 数学 发 展 的 早期 ,对 复杂 的 问题 常用 
这 种 两 次 假设 的 方法 化 成 盈 不 足 问题 解决 。 这 
种 方法 对 线性 问题 可 以 得 出 准确 的 答案 ,而 对 
非 线 性 问题 只 能 得 出 近似 解 , 这 是 《4 九 章 》 的 作 
者 没有 认识 到 的 。 例 如 ;有 一 堵 墙 厚 5 尽 ,两 只 
老鼠 对 穿 , 第 一 天 都 穿 1 尺 , 从 次 日 起 , KR 
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天 天 加 倍 , 小 鼠 一 天 天 减 半 , 问 两 鼠 何 日 相逢 ? 
《 九 章 》 的 解法 是 : 假 令 2 日 ,不 足 5 寸 , 假 令 3 
EARI R TSH ACR. 258. E 


此 题 是 非 线 性 的 ,准确 解 应 为 5 二 六 人。 然 
而 ,即使 在 高 等 数学 中 ,对 复杂 的 问题 用 至 不 足 
术 求 解 也 不 失 为 一 种 有 效 的 方法 ,如 求 (x) 一 
0 的 根 的 假借 法 或 纺 位 法 ,其 原理 便 是 盈 不 足 
R. - 

至 不 足 术 传 入 阿拉 人 怕 和 西方 之 后 ,长 期 成 
为 他 们 解决 数学 难题 的 主要 方法 。 阿 拉 伯 人 把 
它 称 为 契丹 算法 ,又 称 作 双 设 法 。 


H 


只 与 体积 


ZHONG GUO 
WEN HUA SHI 
Zh SHI 
CONG SHU 
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国 十 代 的 几何 一 般 不 讨论 图 形 
离开 数量 关系 的 性 质 , 而 要 计 
算出 长 度 .面积 .体积 .面积 .体积 问题 主要 集中 
在 《 九 章 算术 3 及 其 刘 微 注 中 ,其 他 算 经 中 也 有 
涉及 。 


1 iti mfr 


长 方形 在 古代 叫 方 田 《 九 章 ?提出 的 面积 
ARE WB BOR TR AR BU”. HA HBR 
西 的 长 度 ,“ 从 [zong SAI” AE FA AE KI AS ES i 
积 S=ab。 刘 微 对 这 一 公式 未 证 明 , 而 是 给 出 了 
面积 定义 :“ 凡 广 从 相知 谓 之 螺 .” 短 的 涵义 与 仿 
天 指 乘 方 不 同 。 

三 角形 叫 幸 用 ,《 九 章 》 提 出 的 面积 算法 是 
“ARIE”, RIE EARE ARA S 
= Fah, PRT MAARRE E ,将 三 
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W1 a 2h AA 4h 
角形 找补 成 长 方形 ,如 图 1 Bia. LA thE. X 
称 出 入 相 补 ,是 中 国 古代 解决 面积 .体积 、 勾 股 
等 问题 的 主要 方法 之 一 。 

Bt. CLE RS PRR. AWAIT 
BARE S= lata dh HP aah BEE 
JEG Be as WEHI REDEE ET. 
2 PAR. — ARBRE my BE EH BY SP We AR PO 
图 ,其 面积 公式 同上 。 

系 九 衣 的 三 斜 求 积 术 是 已 知 三 角形 三 边 求 
其 面积 的 方法 : 今 有 一 三 角形 田 , 小 斜 13 里 ,中 
$l 14 里 ,大 斜 15 里 ,其 面积 的 求法 是 以 小 斜 
HAGE MPR. SKS. ARF bh 
HEREKE , 减 上 , 余 , 四 约 之 ,为 实 。 一 为 从 
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H2 AB BE Aa th 
AFB." ORB IES DRA 
现代 符号 写 出 便 是 : 


s= ilee) 


根 号 下 的 多 项 式 分 解 因 式 便 成 为 却 Ca 十 4 十 <) 


. 去 (a 十 b 一 <) . 六 Ce 十 ea 一 多 。 六 (8 十 < 一 a)。 可 
册 三 幸 求 积 公 式 与 古 希 腊 海 伦 公 式 是 等 协 的 。 
素 九 韶 还 用 三 圭 求 积 术 解雇 了 四 不 等 田 的 面 
H, | 


2 A-5 wists . hs 46 we fe 


《 九 章 》 提 出 了 图 面积 的 4 种 算法 ;“ 半 周 半 


eh = Fu 


O D 面积 与 体积 5s | 
ANTE BLE” BS ir “AR, T 
一 ”, 即 S 二 了 ld;“ 径 自 相 乘 ,三 之 ,四 而 一 ”, 即 


一 了 de;* 周 自 相生 ,十 二 而 一 ”, 基 S== 二 .其 
中 SS ra 分别 是 圆 面积 . 周 长 . 半径、 直径。 前 
两 个 公式 是 等 价 的 ,并 且 在 理论 上 是 正确 的 ,只 
是 * 九 章 》 时 代 取 周三 径 一 之 率 , 实 际 计算 误差 
较 太 ,后 两 个 公式 本 身 就 不 准确 ,. 刘 微 用 极限 思 
想 证 明了 第 一 个 公式 ( 见 第 11 节 }, 并 利用 这 个 
公式 求 出 了 圆周 率 一世, 以 此 修正 了 后 两 个 
公式 。 

SG PT fh oy CI RA 
S=} cot) + HIZ ,vw WA. WRA A ak 
不 准确 TT A A= ABI AE. 

Pal SFE BY A PY A CL ee 
ER S= +H RP LL A 
Kd 为 中 外 周 的 距离 。 刘 徽 提 出 了 新 的 公式 3 

garb). 

” IREE FUR a FA CFE ERIE AY Hh 
面积 公式 不 准确 时 ,提出 了 圆锥 侧面 积 公式 ;5S 
= FL S= Tl, Lo FAK, /为 母线 长 ,a 
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为 下 周 径 。 
3 多 面体 体积 


《 力 , 章 》 商 功 意 提出 了 许多 多面 体 体 积 的 算 
法 ,并 在 实际 中 使 用 了 长 方 体 的 体积 公式 了 一 
cap, 对 此 , 刘 徽 把 它 看 成 不 育 自 明 而 未 试图 证 
HA 

ie. 9 TERK ALAS H.R Sk SE tw 
防御 工事 ,其 横 截 面 都 是 相等 的 梯形 。 设 上 、 下 
广 是 ab ORAL LOLE RAS 
KEV = lato, MMR ALA THE HEE 


图 3 Be i A Aah 
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图 4 atk 


图 5 fas 


ERES (ca 十 5) ,长 4, 高 的 长 方 体 证 明之 (图 
3). 


笔 堵 是 将 长 方 体 沿 相对 两 楼 前 开 所 得 的 立 
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体 (图 4) EEEE D V= Gabh HE h — 
项 点 与 相对 的 楼 市 开 , 一 部 分 是 底面 为 长 方形 ， 
一 楼 垂直 于 底面 的 四 楼 锥 , 称 为 阳 马 (图 5)， 
《 九 章 》 给 出 其 体积 公式 V 一 a 纹 ; 一 部 分 为 四 


图 6 See 


面 都 是 色 股 形 的 四 面体 , 叫 鉴 甩 fnao AO CS 
6) RIER V= abh, TE a 一 6 一 的 情况 下 ,人 
们 用 六 个 乏 鹏 或 三 个 阳 马 可 撞 成 一 个 正方 体 ， 
上 述 两 个 公式 是 显然 的 ,这 是 蔡 2 Ca“ HD 
iE. M Abh F ERE IEA, Ba 
FOF AST MAET EER REAR., IKI 


中 “ 医 " 是 特制 的 立体 模型 ， 
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的 重大 贡献 ,将 在 第 十 一 节 中 介绍 . 

方 锥 的 体积 与 阳 马 相同 ( 见 图 7)。 今 之 方 
台 , 古代 称 为 方 学. 设 上 方 过 长 a, THINKS, 
AC 8),《 九 章 》 给 出 的 公式 是 V= 计 (2 


十 人 十 op)A 刘 徽 广 给 出 等 价 的 公式 一 £6 
—aYh tabh, ARBRE. BBE HK, 
从 是 挖 的 大 墓穴 ,都 是 上 ,下 底面 为 长 方形 的 楼 

合体 (图 9)。 汉代 帝王 的 陵 摹 都 是 刍 童 形 。 设 上 


图 ?7 Fa Se 
KEK aXbo FRA ar X by feh hh,《 九 童 》 给 出 的 


体积 公式 是 V= CCa +a )b + C24 Ha) by) 
Ai。 刘 徽 又 提出 两 个 等 价 的 公式 V= aa) 


Ch, — fh, A+ L Cabs + a,b. AAV = = Ca, >, + aby 
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+5 ab, tab. h, SRR ERR 


图 9 4B 


图 10 4 
《图 10) GRRE BIW a, Xb, 上 长 5, 高 h,《 九 章 》 


给 出 其 体积 公式 V= Eb, +6, ah, RLS 
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HARGIS VHS: baht shah. R 
CY yon, i RERE I. CASK A 
梯形 (其 中 两 面 互相 垂直 ) 而 两 侧面 为 三 角形 的 
AICPA 11>. HRS RW abc BA f. 


CC 


图 11 RR 

《 九 意 3 给 出 其 体积 公式 是 Ve qlatbteval. 
FHA HE AR BS PTS , RAR A A A EO. 
而 对 一 般 情 形 . FESS FADER ACRE AT. SURG Ei] 
Sy Ey BR Tt a SBE. OR 
而 证 明之 。 刘 徽 所 补充 的 上 述 会 式 就 是 由 此 得 
出 的 。 

显然 ,复杂 多面 体 体 积 的 解决 都 要 归结 到 
PAS. SE. TE Se “OA RE FOL E 
ASE2K. RAMS JOURS SK, 功 实 之 
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Et. "CLEBR - 商 功 章 注 力 中 国 古 代 的 多 
面体 体积 理论 ,由 《 九 章 》 提 出 公式 , 刘 微 完成 证 
RH ,可 以 说 基本 完备 .祖冲之 父子 可 能 将 其 推进 


< 一 


图 12 Jee 


到 隋唐 数学 家 看 不 懂 的 地 步 , 由 于 《 缀 术 } 失 传 ， 
甚 详情 不 得 而 知 。 就 现 有 资料 看 良 宋 无 大 的 突 
破 。 唐 初 王 洗 通 解 决 土木 工程 中 更 复杂 的 体积 
计算 问题 ,都 是 《< 九 章 3 已 经 讨论 过 的 多 面体 或 
其 组 合 .《 九 章 》 的 堤 上 下 两 底 平 行 , 王 郑 通 解决 
了 一 种 上 下 底 不 平行 的 堤防 ,如 图 12, 它 可 以 
分 解 成 一 个 堤 与 一 个 羔 除 ,那么 ,其 体积 就 是 两 
者 体积 之 和 。 金 元 治 河 著作 《 河 防 通 议 》 给 出 其 
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体积 公式 V= Em + he) EE + (hy + hy) 
a 


“MOEA a HER i 为 长 ,hh、hs a 
IESE Hb bs SIO TICE. 


4 BAAR 


这 里 的 圆 体 主 要 指 圆柱 、 图 锥 . 圆 台 、 球 等 
有 关 的 立体 。《 九 章 》 称 圆柱 体 为 圆 霹 墙 Cbso 
dso 堡 倒 ] ,或 圆 困 , 称 加 台 为 园 字 .《 九 章 》 提 
出 :圆柱 体 的 体积 公式 为 V 一 十 L 坟 ,圆锥 体 的 
体积 公式 V 一 高 Lh, 圆 台 的 体积 公式 一 让 
Ch, +h +h Oa RP LAP AOL AL. 
下 周 , 天 是 高 。 显 然 , 这 些 公式 都 对 应 于 圆 面积 
公式 5 二 证 ,因而 是 不 准确 的 。 刘 微 用 贺 周 率 


157 29 
2 将 其 系数 十 修正 成 25 。 


球 在 4 九 章 }? 中 称 作 立 圆 , 刘 徽 称 之 为 丸 。 
$4 九 童 》 没 有 明确 给 出 球体 积 公 式 , 但 少 广 章 开 
并 加 术 由 球体 积 V 求 直径 4 HARB da 


/18¥ ,说 明 Y 一 也 心 。 刘 微 指 出 此 公式 不 正 


Lo 面积 与 体积 


确 . 他 设计 了 特 合 方 盖 ,而 祖 趾 之 彻底 解决 了 这 
个 问题 。 


曲 池 是 一 种 平 剖 面 为 一 段 圆 环 的 立体 , 形 


XF 


图 13 wh 
状 如 图 13 所 示 。《 九 章 ; 将 它 归于 刍 童 类 , 不 过 
公式 中 的 上 长 ZUZ LL), FE b; 


代 之 为 地 (4 十 4 ,此 Ly L 2 BA Ee EA, 


外 周 , 如 bs 为 下 底 的 中 周 、 外 周 , 因 此 其 公式 应 
为 


V= (2a, +a) + (2a, +a) E) 
he 


ZHOMG GUO 


WEN HUA SHI 
ZHI SHI 
CONG SHU 
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1 Aiea kK it AP Se ME 
右手 拿 着 规 拖 .准绳 .规矩 都 是 
测 望 山川 高 低 远 和 近 的 工具 。 大 们 对 勾 股 定理 的 
认识 也 很 旱 , 不 过 勾 股 知识 的 大 发 展 是 在 西 充 ， 
而 三 国 赵 丈 、 刘 徽 方 建立 起 理论 基础 。 


公 股 定理 在 (4 九 章 》 中 的 表述 是 ;:“ 勾 股 术 
E: ARE HAR, H, WFR, aa.” c= 
VEE, 又 有 a 一 Wc 一 多 .2 一 WE 一 下 两 种 形 
式 . 刘 徽 只 作 了 证 明 提 示人 和 性 色 自习 为 朱 方 , 股 自 
FEA WI, Sih Ate th. & AR, RAR 
移动 也 。 合 成 弦 方 之 桥 , 开 方 除 之 , 即 弦 也 。?” 这 
Fe MPa FITS a AEM IR SP 14 是 常见 
的 一 种 出 入 相 补 方式 。 
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Ee AREH H 


2 WES) AG AG 


AARE SFE ee) RI Sa 
中 二 者 的 和 差 等 因素 RAW HM. BOR. 
刘 徽 .页 宪 先 后 作 了 进一步 的 发 展 , 提 出 了 一 般 
性 的 会 式 及 其 证 明 。 

国内 外 流行 的 印度 莲花 问题 实际 上 是 ¢ 九 
. 章 交 引荐 赴 岸 " 题 的 改写 .此 题 是 :有 一 水 池 , 方 
1 区 ,一 株 蕊 (了 间 佳 ,初生 的 芦苇 ] 生 在 中 央 , 高 
出 水 面 1 尺 , 引 茂 赴 岸 , 恰 恰 与 岸 边 相 齐 。 问 水 
深 、 蕊 长 各 多 少 ? 如 图 15, 刘 徽 指出 ,水 池 边 长 
A — AEA Ala, KiR AAS, Bt Ac. BF 


i es a SERS 


| 
| 
i 
ci 
i 
I 
{ 
t 


图 15 FL a 图 16 性 高 折 地 
水 面 者 是 弦 股 着 c 一 5, 这 是 已 知 多 与 缠 股 着 , 求 
股 、 弦 的 问题 ， 
一 全 一 (c—b)}? 
Z2(c—b6) 
c=(c—6)+8. 
1989 年 语文 高 考试 眷 有 一 十 文 今 译 题 便 
及 自 4 九 章 》 勾 股 章 “ 竹 高 折 地 ” 问 ; 今 有 一 株 竹 
高 1 冻 , 被 折断 ,末梢 抵 地 ,的 地 处 距 竹 根 3 R, 
问 剩余 高 多少 ? 如 图 16, 刘 繁 指 出 , 抵 地 处 至 饰 
AB RE A E 2) a, 剩 余 的 高 是 股 5, 折 了 断 部 分 是 弦 
c, 则 竹 高 就 是 股 统 和 和 ets, HRB MAS 
和 , 求 股 的 问题 ; 
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p= (c+6)*—a’ 
2(c+é4) ` 


这 两 类 题目 互相 返 覆 , 刘 微 以 出 入 相 补 原 
理 证 明之 ， 
有 一 门户 ,高 比 宽 多 6 尺 8 寸 , 两 角 相距 1 

丈 . 间 此 门户 高 . 宽 各 多 少 ? 刘 徽 认 为 ,将 户 宽 作 
为 勾 a; 高 为 股 5, 两 角 相 距 为 弦 c, 那 么 这 是 一 
个 已 知 弦 c 与 股 勾 差 5 一 a, 求 勾 、 股 的 问题 .《 九 
章 ) 的 解法 经 刘 微 改 写成 

a= tV2E— Gay — Fa), 

b= 4/2 Gal +4 a). 
刘 微 的 出 入 相 补 证 明 方法 是 ;以 勾 股 和 5 十 a 为 
边 长 作 正 方形 , 称 为 大 方 ,面积 (a 十 6)*; 在 其 内 
部 作 一 中 方 , 其 顶点 在 大 方 每 边 ab 的 分 点 上 ， 
其 边 长 自然 为 c, 面 积 EPA AMET 
abue 为 边 长 的 名 股 形 ,每 一 个 面积 为 也 45, 称 
为 朱 需 。 中 方 除去 四 个 勾 股 形 , 余 一 个 以 8 一 4 
为 边 长 的 正方 形 , 称 为 黄 方 , 面 积 为 人 一 4 天 ,如 
E17 RRA, PRE PRA 


1 tae 2 ip 上 
ETKA: 7ta) =t ylba) sg 


W1i7 BweeeyS RES R SE Ait HA 


+a) = Ce 4 (一 a)23, 于 是 去 (6 十 a) 


= 六 5c: 一 去 (6 一 | = iV 2e— ay’, m 


FH a =F b+a)—F a) b= Ft a +5 
一 Q) 证 明了 上 述 公式 。 

有 一 门户 不 知 高 . 宽 , 有 人 持 一 竹 笔 , 不 知 
长 短 , 模 着 出 门 ,长 了 4 尺 , 竖 着 出 门 ,长 了 2 
尽 , 斜 着 恰好 能 出 门 。 问 门 的 高 . 宽 、 角 各 多 少 ? 
刘 徽 把 门户 的 高 , 宽 、 斜 分 别 作为 勾 . 股 . 弦 , 此 
HE EL Ie AAS c— a, RA < 一 5, 求 勾 、 股 、 弦 
的 问题 .《 九 章 ?给 出 的 公式 是 ; 

=V Zea) b)+ le~b), 
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b= 2(e— ad (e— 4) + (c—a), 
c= VY 2lce—alle—b&) (cmb) 
+{c—a). 


č E 
(1) E (2) 


(c-b) AC) 


(3) 
图 18 = Ban ak 29 2 oe J OR Oy AR Oe BE H 
A T WEAR REAA, UR CTS E T eee ep 
ASA A REFS, 或 方 于 里 ， 
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ARE ATT TB OW 2 REE A ABB RT << K, 
如 图 18(1); 反 之 亦 然 ,如 图 182). 刘 微 将 其 中 
一 个 图 形 旋 转 180° ,与 另 一 个 重合 , 则 成 为 图 
IS(D WHE. A’) SA 一 a 的 面积 
LAM AK? 在 图 中 ,这 两 者 在 两 角 重 合 于 
两 个 以 c 一 5 RA ca 为 长 的 长 方形 ,其 面积 
为 2tc 一 a)(tec 一 8)。 而 强 龙 中 却 有 一 个 以 ats 
一 < 为 边 长 的 小 黄 方 未 被 勾 短 与 股 窍 填 满 。 显 
然 ,小 黄 方 的 面积 Ca 十 5 一 c)? 应 等 于 2(c 一 a) le 
—b) FF 

atb—c=Y2e—aldlc—b). 
由 a=latb—o+le—s), 

b= lathe) tH iea), 

c= Caté—o)+le—b+lce—a) 
恒 证 明了 上 述 三 式 。 

北宋 页 宪 把 《 九 章 3 解 勾 股 形 的 四 个 类 型 的 
方法 抽象 成 一 般 性 公式 。 杨 榨 叉 进而 总 结 出 a, 
bvcscta,ckbvbteacatbtevct (6—a)13 种 
关系 及 变 成 5 一 a.c 一 b.a 十 5 一 c AER. PE 
“名 股 生变 十 三 名 图 ”, 这 13 PRAAT AR 
形 中 多、 股 、 蓄 及 其 和 、 差 的 全 部 可 能 的 关系 ,对 
分 股 理论 起 着 提纲 击 领 的 作用 。 
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3 ARB? HEE 


勾 股 容 方 与 容 圆 是 4 九 章 》 勾 股 章 的 两 个 题 
目 。 前 者 是 :已 知 勾 股 形 勾 5 步 , 股 12 步 , 问 所 
容 正方 形 边 长 多 少 ?《 九 章 ) 的 公式 是 d=. 
后 者 是 ;已 知 色 股 形 匆 8 步 , 股 15 步 , 问 其 中 容 
ABA? LEMAR I, 
这 两 个 问题 , 刘 微 都 担 出 了 两 种 方法 证 明之 .以 
容 辆 为 例 。 将 匀 股 形 从 圆心 分 成 朱 . 青 、 黄 各 部 
分 ,如 图 19(1) ;将 四 个 这 样 的 勾 股 形 撞 成 以 a 
为 宽 , 以 aa 十 5 二 ce 为 长 的 长 方形 ,如 图 19(2), 其 
面积 为 246, 因 此 d= POO, 这 是 出 入 相 补 的 
方法 。 另 一 种 方法 是 过 圆心 作 -一 中 藤 平 行 于 驼 ， 
中 弦 与 勾 、. 股 及 垂直 于 勾 、 股 的 半径 形成 两 个 小 
ABO ,如 图 19(3)。 考 虚 其 中 一 个 ,比如 股 上 
的 小 色 股 形 REAA ahnas EIA ahe 
=b, Ñ] a t? b t aah: ce AKA AROR: 
a= M d= 20, = 7, 刘 微 还 提出 
d= 2ean le D A, 

人 色 股 容 圆 在 宋 元 时 代 成 为 重要 的 研究 课 
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地 yE 


图 20 MRA 
题 。 人 们 考虑 了 各 种 容 较 问题 ,元 李 治 便 在 洞 渊 
九 容 基础 上 演绎 出 《4 测 锅 海 镜 》， 除 4 九 章 ?的 容 
Bl ot. ia CP 20) :圆心 在 勾 上 且 切 于 股 、 
弦 , 称 为 匆 上 容 园 ,其 直径 I PO ,同样 , 股 上 


AR < 一 


2ab - 2ab 、 
人 人 
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BE TRAE RE Fe Sh d= Pe, 
A E AR Sh ae Md = 22 ae oh ee Om < 
“See CERAM EERE AE 


BE ACS MH SAO d= 2 22 ,同样 ， 股 外 容 半 


= 22 。 以 上 共 10 FA A, MMA 


容 ” 指 哪 9 种 , 清 代 以 来 诸 说 不 一 。 清 李 善 兰 又 
补充 了 勾 弦 上 容 网 4 = 222, 股 弦 上 容 辆 4 


= 2 , 弦 外 容 半 加 4 一 六 2 .这 13 种 容 贺 直径 
的 分 母 怡 恰 对 应 于 杨辉 的 匆 股 生变 13 名 图 的 
各 种 关系 ,分 子 都 是 24b。 


4 FR 


FERE RAA NERE 
补充 了 和解 勾 股 形 等 内 容 后 改称 匀 股 ,成 为 &《 九 
ARE. WENE. IER, LERRA 
方 、 容 圆 及 八 个 测 望 问题 是 旁 要 的 内 容 . 现 在 介 
绍 这 类 测 望 问题 。 有 一 正方 形 城 邑 , 不 知 大 小 ， 
城 门 都 在 城墙 正中 。 出 北 门 20 步 有 一 株 树 。 出 


A ARMS 77 | 


Pal] 14 步 指向 正 西 1775 26 ta RE SPILL. m 
城 色 每 边 长 多 少 ? HRB WK x, 出 北 门 a th 
南 门 大 , 折 西 5, 如 图 21(1) ,考虑 两 个 相似 勾 股 
ES BURR b= > KAR A a=ate 


tho Fo = Swe BEET ay et Cay 
Bb br b 


2 
十 上 一 2a0。 这 是 刘 徽 推导 此 公式 的 第 一 种 方 


法 。 第 二 种 方法 是 :如 图 2152), 寅 为 站 FF 一 了 长 
为 BC =z+a,+eARM KA DEGF ,其 面积 x(x 
+a +h), SRR BC=2r+a+h. KW AC=6 
的 长 方形 BC47, 它 被 对 角 线 平分 ,由 于 勾 股 形 
AAJ 与 AAG 相等 , 故 BCI 与 BCGF 面积 
相等 DEGF 的 面积 是 BCGEF 的 两 倍 , 即 BCT 
的 两 倍 , BCJJI 的 面积 为 ab it rle ta tk) 
=2ab. 

第 二 种 方法 的 关键 是 长 方形 BOJI 与 
BCGF 面积 相等 ,它们 有 公共 部 分 BCA FLW 
长 方形 FAJI 5 CCGA 面积 相等 。 这 是 一 个 
EE DF DE BK TE .杨辉 将 其 概括 为 :将 一 长 
方形 斜 解 为 二 勾 股 形 , 两 勾 股 形 所 容 的 以 公共 
弦 上 和 任 一 点 鸭 公 共 点 的 两 长 方形 的 面积 相等 ， 


3 五 HEME 


dit 


(13 


os eae 


Ce a oe a oe 
| 
|] 
I 
| 


J Rem m nee eee eee 


eee ee 


He Ae ES 


图 21 
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见 图 22. 这 一 原理 在 测 望 问题 的 出 入 相 补 中 作 
AWA (ADV ABW RH 
径 问 题 ,都 可 以 这 样 解决 。 如 因 木 望 山 问 是 :有 
一 树 高 93 椒 5 尺 , 距 山 53 里 ,人 目 高 7 RR. ER 


CLLLLL LLL LLL 
po 


图 22 容 横 容 直 原 理 图 23 BABY 
3 里 处 望 山 , 人 目 . 树 项 .山顶 成 一 直线 。 问 山高 
多 少 ? 如 图 23。 由 上 述 原 理 ,阴影 部 分 相等 , 故 
ab, = ab, it a=, 


5 ££ 


重 差 方 法 是 从 测 太阳 高 远 发 展 起 来 的 。 西 


| 30 E AEN 


AE EA T EA APPA ESE. KRA 
AAE R E Se BB OL AO E 
WAZA. tA eT REA ALAS 
AR YE FR “SLES aR ey. STR TT SE HH Ae 
SOM BS AR ML eR”, ET 
日 高 、 远 的 公式 ;在 洛阳 的 平地 南北 方向 上 立 两 
根 表 ,高 83 尺 .同一 天 中 午 测量 两 表 的 影子 ,* 以 
景 fyTng, 同 影 ] 差 为 法 , 表 高 狠 表 间 为 实 , 实 如 
法 而 一 。 所 得 加 表 商 ,即日 去 地 也 。 以 南 表 之 景 
了 弱 表 闻 为 实 , 实 如 法 而 一 , 即 为 从 南 表 至 南 戴 日 
下 也 ”。 此 即 
Hi — SEE gem, 


REME -ŠER EN 


其 中 大 里 是 两 个 差 之 比 , 故 称 为 重 差 术 ,如 图 
24。. 上 戴 日 下 即 太 阳 直 射 太 地 之 点 ,这 两 个 公式 基 
于 天 故地 方 . 大 地 次 平面 的 盖 天 说 ,不 符合 实 
际 ,但 在 数学 理论 上 是 正确 的 .{ 海 岛 算 经 》 第 一 
间 为 测 望 一 兹 看 的 商 远 ,其 方法 、 公 式 与 上 述 日 . 
MARISA ,如 所 谓 重 表 法 。 此 岛 商 4 里 55 
步 , 合 今 1792. 14 KC DR 23.8 RAB), 
距 大 陆 的 测 望 点 102 里 150 步 , 侣 今 43911 Æ. 
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À 


PARTXE SHU, ER 
山 (1536 20 Ay IRW R FEE i A 
FR BY Ee, LAY RTA o REPE IE A S AS KARET LANI 
BWW eS REEE. E 
述 数据 比 历代 史籍 关于 秦山 高 度 的 记载 都 精确 
得 多 ,也 比 清 代 学 者 用 重 差 术 的 测 户 结 果 准 确 
得 多 。 

连 索 法 是 重 差 术 的 另 一 种 主要 方法 。《 海 
岛 ) 第 MERATE, Swe. SARK 
西 距 6 丈 , 以 索 连 之 ,使 东 表 与 城 色 的 东南 角 、 
东北 角 成 一 直线 .从 东 表 向 北 走 5 步 ,望城 色 的 


图 24 BRE 


Ls2 A ARAB 


H 25 3 


西北 角 , ARR 2 ok 2 Re Sot, Abe 13 
步 2 尺 , 恰 怡 与 西 表 , 城 色 西 北角 成 一 直线 , 问 
BAT Re RPK BAM FB Re er? 如 图 25 。 刘 微 


FER 
Re ARABS 
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_MEKROGER RE) 
BE#R=-" “Ge HER 


图 26 Bw 


聚 矩 法 是 重 盖 术 的 又 一 主要 方法 .第 4 [A] 

是 测 望 一 深谷 ORR ER GS Ea 

6 尺 , 从 勾 顶 靖 望 谷底 ,人 下 股 9 尺 1 寸 , 又 将 

此 矩 同 上 移 3 AAT GE. ASB AR CR 

为 上 股 )8 尺 5 寸 , 间 谷 深 多 少 ? 如 图 26, 刘 微 给 
BAR: 

am ER. g, 


iy 


SURE EMAER MRS Re. 
AE, A eR ARALAR. 
FES ARC A WR ERS TR A R 
望 外 ,第 2.5.6.8 四 题 要 三 次 测 望 ,第 7.9 二 题 
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要 四 次 测 望 ,中 国 的 重 差 术 到 刘 徽 可谓 大 备 , 后 
来 内 九 韶 等 在 测 望 方法 上 有 所 改进 ,但 从 数学 
理论 上 说 ,在 明 末 西方 数学 传 入 之 前 ,没什么 新 
的 突破 .这 些 测 望 公式 是 怎么 证 明 的 ,由 于 刘 徽 
自 注 及 图 已 失 , 不 得 丽 知 ,后 人 颇 多 探讨 。 有 人 
认为 用 相似 勾 股 形 对 应 边 成 比例 的 原理 ,有 人 
认为 用 面积 出 入 相 补 原理 ,从 中 国 的 数学 传统 
和 当时 的 数学 水 平 看 ,两 者 都 是 可 能 的 。 而 刘 微 
注 对 复杂 的 问题 , 则 常常 是 两 者 并 用 。 


线性 方程 组 解法 
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程 是 4 九 童 》 的 第 八 章 , 此 后 成 
为 中 国 数学 研究 的 一 个 重要 分 
支 。 中 国 古代 的 方程 对 应 于 现今 之 线性 方程 组 
(System of linear equations) ,而 不 是 方程 (equa- 
tion), 现今 求 方程 正 根 的 方法 ,中 国 古 代 统 称 为 
开 方 术 。1859 FEB HM SERA 
甘 的 《代数 学 》, 开始 将 equation 译 为 方程 ,后 来 
ia a PE. 


1 FĀ 


Xt ee RAT EB AEE SY” 
字 理 解 成 方形 。 实 际 上 ,“ 方 ”的 本 义 是 并 ,将 两 
条 船 并 起 来 , 船 头 挫 在 一 起 ,古代 称 为 “ 方 ”; 而 
“ 程 ”, 是 标准 的 意思 ,作为 动词 , 便 是 求 其 标准 。 
因此 ,把 一 组 物品 的 一 个 个 数量 关系 并 列 起 来 ， 
求 各 物 的 数量 标准 , 便 是 方程 . 刘 徽 说 ,“ 群 物 总 
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RAJAA AFR. CRAM. We 
程 , 三 物 者 三 程 , 皆 如 物 数 程 之 ,并 列 为 行 , 故 请 
之 方程 ”以 九 章 算术 ， 方 程 章 注 了 》) 这 是 方程 的 
有 明确 定义 。 显 然 , 有 几 个 未 知 数 , 便 得 有 几 个 等 
式 ., 值 得 注意 的 是 , 刘 微 提出 的 “ 令 每 行为 率 ” 的 
思想 ,是 把 方程 的 一 行 看 成 一 个 有 序 的 即 有 方 
回 性 的 数组 ,大 体 相 当 于 现今 线性 代数 理论 中 
行 向 量 的 概念 ,方程 以 分 离 系 数 法 表示 ,每 一 行 
自 上 而 下 排列 5 与 今 横 行 竖 列 相反 ,古代 通常 是 
机 列 竖 行 ) ,不 必 写 出 未 知 数 名 称 , 常 数 项 放 在 
mY WLR 1.“ SR LRA, 
PROF, FARR SHILA; ERIR, P 
RER, PAR SEH +s; EAH. PAR 
2E, FREZER ROTA. WEP, PRE 
— FE Ee SL Aol 2” A AREE ao m ACS 89 
页 ), 相 当 于 

32+ 2y+2= 39 (1) 

[tate 34 (2) 
x+2y+32= 26 (3). 
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2 方程 术 


线性 方程 组 解法 ,《 九 章 》 称 为 方程 术 , 刘 徽 
指出 这 是 一 种 普遍 方法 ,只 是 方法 太 复杂 , 才 借 
助 禾 实 来 遍 述 。 方 程 术 的 核心 是 通过 直 除 法 消 
元 ,逐步 减少 未 知 数 的 个 数 及 方程 的 行 数 ,最 终 
消 成 一 行 一 个 未 知 数 , 然 后 再 求 第 二 .第 三 个 未 
知 数 。 所 谓 直 除 即 直 减 :要 消去 乙 行 某 未 知 数 系 
数 , 便 用 甲 行 同一 未 知 数 的 系数 莱 乙 行 所 有 的 
数 ,然后 用 甲 行 一 次 次 对 减 乙 行 ,直至 乙 行 该 系 
数 为 零 . 刘 微 认为 ,用 甲 行 某 未 知 数 系数 乘 乙 行 
是 齐 , 即 使 乙 行 所 有 项 与 和 欲 消 去 的 项 相 齐 ;用 甲 
行 对 减 乙 行 至 该 系数 为 零 止 是 同 ,即使 甲 , 乙 两 
行 的 该 未 知 数 系数 相同 .就 是 说 ,直人 除法 符合 齐 
同 原理 . 刘 微 进而 指出 ,“ 举 率 以 相 减 ,不 害 余数 
之 课 也 .”( 九 章 算 术 ， 方程 章 注 阔 就 是 说 ,以 
方程 的 整 行 与 另 一 行 相 减 , 不 影响 方程 的 解 。 这 
是 方程 消 元 法 的 理论 基础 。 我 们 以 k 九 章 ? 方 程 
童 第 1 问 为 例 说 明之 ,并 改 用 阿拉 伯 数 字 。 以 
《1) 式 工 的 系数 3 乘 (2) 式 各 项 ,得 

62+9y+32= 102 (4) 
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以 (1) 式 两 次 减 (4) 式 ,得 

Sy 十 之 二 24， (5) 
LCDA zh AR 3 ROA- A 

3x+6y+92=78, (6) 
以 (C1) 式 减 (6) 式 ,得 

4y+8z= 39, (7) 


RFR AR. WOR yf REM 5 FECT) 
式 , 得 20y 十 40z 二 195, 以 (5) 式 四 次 减 之 ;得 
36z=99, L 9 约 之 ,得 4z—11. 


| Nl | ll 山 | 
人 | | uly | | 
=T =f =M =T =i =m 
(a) (bY 
l N 
it | il 
Hl j | Ni 


| 

il 

I 
= 

| 

| 
4 
中 
= 


其 方程 如 (c) 所 示 。 然 后 ,用 代入 法 ,将 中 行 与 右 
行 分 别 化 成 4y 一 17.4z 一 37, 其 方程 如 (ay 所 
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AR 。 于 是 x 一 9 六,y 一 4 gorse 2, 可 以 看 出 ， 


土 述 运算 完全 符合 现代 数学 的 手 阵 理论 ， 
1 2 3 0 0 3 0 0 3 


2 3 2 4 > 2 0O 3 2 
3 1 1 8 i 1 4 1 1 


26 34 39 39 24 39 11 24 39 
0 0 4 


0 4 0 
0 0 


11 17 37 
《 九 章 》 方 程 术 是 世界 上 最 早 最 完整 的 线性 


方程 组 解法 ,在 国外 , 它 最 早出 现在 7 世纪 初 印 
REE] ES (AA TE 598 一 ?) 的 书 中 。 在 欧 
训 , 则 是 法 国 数学 家 布 丢 在 1559 年 提出 的 , 比 
«ILM R-E ASE Bl 1700 年 。 


3 EÑ 


方程 术 会 导致 负数 的 产生 。 这 里 有 两 个 途 
径 ,一 是 直 除 法 请 元 过 程 中 党 出 现 小 数 减 大 数 
的 情形 ,如 方程 章 第 3 问 ; 二 是 方程 本 身 常 出 现 
负 系 数 , 如 第 4 问 , 依 题 意 列 出 5x 一 11 二 7y, 移 
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项 便 得 5x 一 7y 二 11。 因此 《 九 章 》 引 入 了 负数 概 
念 和 正人 负 术 . 刘 微 说;“ 今 两 算得 失 相 反 , 要 令 正 
MAEZ KAERA TERERAA 
IE MAHE. GLR A h: 
正人 负 术 日 ;同名 相 除 , 异 名 相 益 , 正 无 
AAZ: AZALEZ. HFA HH, EMA 
益 , 正 无 入 正之 ， 负 无 入 负 之 。 
这 是 著名 的 正 负 数 加 减法 则 ,同和 名 、 蜡 名 是 现今 
之 辐 号 、 异 号 ,前 四 人 句 讲 减法 ,其 音义 是 :车 二 数 
同 号 , 则 其 差 的 绝对 值 是 其 绝对 值 之 差 ;( 土 a) 
—(+£5)=4+Ca—b) ar05( 士 a) 一 《十 8) 一 
Fia) 0<as。 若 二 数 异 号 , 则 其 差 的 绝对 
(AAMAS Cte) (Fo) = ba); 
正 数 没 有 与 之 对 减 的 数 , 则 为 负数 :0 一 (十 a) 一 
一 arta0i 负 效 没 有 与 之 对 减 的 数 , 则 为 正 数 :0 
—(—a)=a,a>0, 后 四 各 是 加 法 法 则 :( 士 wa 十 
(FH = tlah) ab; Ca) F= F 
(6—a) ,0Sasés(tad+(t5h=+ latda b 
>00; 0+ (+a) =a;0 +i —a)=— aai, 
正 负 术 最 初 只 用 于 方程 术 , 宋 元 之 后 才 用 
于 其 他 数学 分 支 . 以 《 九 章 》 方 程 章 第 8 问 为 例 ， 
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—5 3 2 
列 出 方程 为 。 。 ”。_，s。 。 以 有 行 上 系数 


一 600 © 1000 
2D SRM WaT LAR 2 RE 


0 0 2 
a “— > 37 — 33 5 ` 
IT B EmA ÍT o 45 —13 + 以 3 了 
3800 一 3000 1000 
Q 0 2 
_ 37 —il 5 
4 +4 和 5 PY 结 
中行 ag is —13 以 下 的 变换 结 
3800 一 1000 1000 
0 2 
o 一 11 5 
果 R 次 是 16 15 一 13 


4800 —1000 1000 

0 0 2 心 0 1 
0 1] 3_ 0 1 0 

1 0 —13 1 Q 0 
300 5500 1000 300 500 1200 


ERTER Sk DIE. at HR TB. RE 
«FLEE RA BR We BE oh TE RRR ME 
Pp ANSE TUE ACER EH. RIL ARE 
BRP BRE TF he RFE 


o TEIX BBR 
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损益 术 是 通过 移 项 建立 方程 的 方法 。《 九 
章 ) 方 程 章 说 ;“ 损 之 罩 益 , 识 之 日 损 ." 用 现今 的 
话 就 是 ,在 等 式 一 端 损 ,相当 于 在 另 一 端 益 ; 在 
等 式 一 端 瘟 ,相当 于 在 另 一 端 损 . 有 时 是 损益 常 
数 项 ,如 方程 章 第 2.“ OR LACH. ME 
+, m2 FRO. MRA FRA, RE 
— 3+, 4 ERR. MBs. fab. FRE 
PAJLA?” 


方程 最 先是 : 
C7x—1)+2y=10 
| 27 十 (8y 十 1) 二 10， 
经 过 损益 ,变形 为 : 
7 二 23 一 11 
的 


有 时 既 损 益 常数 项 ,也 损益 未 知 数 。 如 第 4 问 ， 
“Say LRH, FREE 
RER MNO AHH. FREER. HE, FR 
KRAL” 

方程 最 先是 ， 
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7 一 25 一 5y， 
经 过 损益 ,变形 为 : 

5r—7y=l11 

| 7x—Sy= 25. 

损益 术 还 包括 今 之 合并 同类 项 .第 11 何 是 ;“ 今 
有 二 马 .一 牛 价 过 一 万 ,如 半 马 之 价 ; 一 马 、 二 生 
价 不 满 一 万 ,如 半 和 牛 之 价 。 问 牛 、 马 价 各 几何 ?” 
方程 最 先是 : 


《2 十 9 一 10000 一 


£ 
3 
10000— (a+ 2y) 一 六 

经 这 损益 ,得 ， 


Saty= 10000 
5 
z+ y= 10000 . 
5 BRAT 


直 除 法 消 元 显得 繁琐 , 刘 徽 在 方程 章 “* 千 羊 
坦 〈 周 信 ) 金 " 癌 中 创造 了 互 狠 相 消 法 .此 问 是 
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“SAHE ES ASTRA FSR BSN 
PY. AHA. A Be LA?” 


52+ 2yv=10 
方程 是 | 

2r+5y7=8. 
刘 微 用 右 行 牛 的 系数 5 RRA. RAAT 
系数 2 FEAT AB 


LOx2+4y=— 20 

人 
两 行 相 减 ,得 21y 一 20,> 一 分 ,这 就 是 互 宁 相 消 
法 。 刘 微 说 ,以 小 推 天 :此 种 方法 “* 虽 四 五行 不 
异 也 ” ,就 是 说 ,这 是 一 种 普 琅 方法 。 

可 惜 ， 刘 微 的 这 种 先进 思想 700 名 年 间 未 
引起 数学 家 们 的 重视 。 BEE Se hh A Ae HK 
法 为 方程 章 题 自作 细 章 ,有 时 互 恬 后 先 约 简 再 
相 消 ， 如 方程 章 第 5 el. “SRA ERA. TAR 
一 斗 和 六 升 , 当下 未 一 十 车 ; FRFR., 损 
EGF, SERRE. MEL TRE— AJL 
何 ?” 

烈 出 方程 ， 
62—lOvy=18 
—5r+15y¥=5 , 
“ 瑟 系 两 行 , 尼 十 约 之 ”, 运 用 正 负 术 相 消 得 ， 
4y=12,73,2=8. 
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但 在 有 的 题目 中 , 闹 宪 仍 用 直 除 法 ,因为 在 这 些 
方程 中 ,用 站 队 法 更 笛 便 些 ,必须 因 题 制 宜 ， 

RJL UE EEIE T ERA, MEAE 
WHAE. AA ith E ER A FER PF RY 
公约 数 , 约 简 后 再 互 丧 ,显得 更 简捷 .如 《 数 书 九 
章 尖 均 货 推 本 ”" 问 列 出 方程 


5 工 十 y 一 2650 
33y+ 100z = 13250 

— 525x+ 521042 == 2353200 

175x +156u=318000 . 


欲 以 第 一 行 消 去 第 三 行 zx 的 系数 525, m 525 
与 第 一 行 x 的 系数 5 有 等 数 5, 便 以 5 约 525， 
得 105, 便 以 105 和 梁 第 一 行 , 加 第 三 行 , 得 


5r + y = 2650 
33y 十 100z = 13250 
105¥ + 521042 = 2631450 

175x + l56u =318000 . 


第 一 、 四 行 的 系数 有 公 因 子 5, 第 二 ,三 行 y 
的 系数 有 公 因 子 3, 但 前 者 比 后 者 大 , 故 先 约 后 
Sa RRM, LA 3 #9 33 8 11,4) 105 4$ 35,04 11 
EPZ IT A 35 RB MARKT. 
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5x +y = 2650 
33v + 100z = 13250 
5696442 = 28482200 
175x 十 156x 一 318000 
便 求 出 z 的 值 。 类 此 ,依次 求 出 yru ht. 


6 方程 新 术 


刘 徽 在 方程 章 “* 麻 者 ” 何 注 中 提出 了 方程 新 
术 。 所 谓 方 程 新 术 ,是 通过 各 行 相 加 减 ,借助 某 
行 消去 其 他 各 行 的 常数 项 及 某 些 未 知 数 , 使 每 
行 中 只 剩 下 两 个 未 知 数 ,从 而 求 出 诸 未 知 数 的 
相 与 之 率 , 就 某 一 行 , 或 利用 今 有 术 化 成 同 为 某 
物 之 数 , 或 利用 衰 分 术 求 解 。 麻 麦 问 较 繁琐 ,而 
省 燕 问 也 使 用 了 方程 新 术 ER a. Sa 
ESES REG 只 燕 分 别 飞 到 一 天 秤 的 两 
RN. 1 只 党 与 1 只 燕 交 换 , 天 秤 
恰好 平衡 . 已 知 5 AB 6 ARB 1. me. 
燕 一 只 重 多 少 ? 
方程 是 ， 

4 二 yy 一 了 十 53 

5 他 十 人 3y 一 160 ， 
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损益 之 ,得 
3x—4yv=0 
(ae i ， 
第 一 行 已 无 常数 项 ,由 此 得 出 省 、 燕 的 相 与 之 
率 ， 
xt y=4:3 
将 第 二 行 化 为 x( 或 y) 的 关系 ,5x 十 6 义 字 x 


16,4 r=16,2=1 TEE 

三 实际 问题 中 ,由 于 求 诸 未 知 数 的 相 与 之 
率 较 复杂 ,方程 新 术 并 不 见得 比 直 除 法 简便 。 如 
麻 麦 同 刘 徽 用 归 术 运算 需 77 步 , 用 新 术 露 124 
步 。 由 此 可 见 , 他 探讨 新 术 的 目的 并 不 在 于 要 推 
广 这 种 方法 ,而 是 要 告诉 人 们 这 样 一 个 道理 ; 必 
须 深 刻 掌握 数理 ,灵活 运用 数学 方法 ,以 解决 数 
学 问题 。 


高 次 方程 数值 解法 
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BAR RVA, A ar tar 
+e +a, 2+a,= 0 AT IE C 
= 2.3 4.0008 ) 的 方法 都 叫 开 方术 ,是 最 为 发 达 
的 数学 分 支 之 一 。 汉 唐 千 余年 间 , 人 们 只 能 开 正 
系数 的 平方 .立方 , 宋 元 时 代 , 发 展 为 开 任 意 有 
理 系 数 的 商 次 方 。 


1 开平 方 


《 周 体 3》 载 陈 子 应 用 名 股 定理 测 望 太阳 距离 
时 要 开平 方 ,但 无 开 方 程序 .《 九 章 } 少 广 章 提出 
了 世界 上 最 早 的 开平 方 的 完整 抽 银 程序 。 刘 微 
认为 ,开平 方 的 几何 意义 是 已 知 一 正方 形 面积 
求 其 边 长 《刻章 》 按 四 行 布 算 , 最 上 行 准 备 放 议 
得 ( 邮 根 ,下面 一 行 布置 被 开 方 数 . 称 为 实 , 第 
三 行 是 法 ,最 下 一 行 是 措 一 算 , 与 实 的 个 位 相 
齐 , 这 相当 于 P= A). 将 借 算 自 右 向 左 隔 


(9) 
smOT 
D OTH POIT + Z 
(Da eT + 
D _wOT + 2} 一 
2201 —V 


P, .OT 十 DT 


(S) 
zz 并 


D z0 T-@ 


ee) I— F 


‘POT 


(E) (2) (TD 


wz0T „ÕI T #8 
OT H 
2%.01T—-F Vy Y Æ 

Ip OT Bt x1 
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一 位 移 一 步 ， 至 不 能 移 为 止 。 根 的 位 数 比 移 的 
步 数 和 多 1, 实 是 个 位 .十 位 数 , 借 一 算 根 是 一 位 
数 , 实 是 三 位 、 四 位 数 , 借 算 移 一 步 , 根 是 二 位 
数 , 依 此 类 推 , 旭 人 27。 说 所 得 ( 根 的 第 一 位 )a， 
以 a, FEAR SE 10°45 105a 为 法 ,应 使 AT 10" a, © 
得 到 a, 后 余数 小 于 10%? 。 刘 微 认 为 这 一 步 是 
LA a, FETE 10" a, RE A, Bl A— 10% 2,7? <010"a@,?. @ 
(37。 其 几何 意 交 是 从 面积 为 4 的 正方 形 中 减 
E Ula 为 边 长 的 正方 形 黄 甲 ,如 图 27。 再 求 
an 


wy 


H27 开平 方术 .示意 
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第 二 位 得 数 。 撤 去 借 算 ,将 法 10”a I. A 
法 ,如 C4)。 刘 微 认为 其 几何 意义 是 与 黄 甲 相连 
的 两 朱 吾 的 长 19"al, 此 朱 每 的 宽 基 第 二 位 得 
数 。 将 定 法 向 右 退 一 位 ,为 2，10”!al, 再 在 下 
行 个 位 上 布置 借 一 算 , 自 右 同 左 隔 一 位 移 一 步 ， 
BRAG n—1 步 ,; 即 10”?。 求 根 的 第 二 位 得 数 
相当 于 求 减 根 方程 10”?x :十 2 + 10" az, =A 
—10%2? 的 正 根 , 如 (5)7。 议 得 mm 以 e BH 
10°? 加 定 法 ;得 2* 10" ai 十 10” tas EFCA 
— 10a) + (2 .10”714 十 10* ?qs) 的 商 是 as 而 
HAPUDE O | 10a t10 aa. RDA 
IX — E FH 24 FR R ECAS 10% 4,7) — (2 © 
102 ia -10ta az» 6) .其 几何 意义 是 从 正 
方形 余下 部 分 中 减 去 两 泉 短 及 以 10" 'a, AW 
长 的 小 正方 形 黄 乙 ,着 余 实 仍 不 为 零 , 则 继续 开 
方 .显然 ,这 种 方法 对 任何 自然 数 的 开 方 都 是 适 
用 的 。《 九 章 3》 的 例题 中 被 开 方 数 有 的 高 达 10 
位 ,如 3972150625 一 6325。 如 果 被 开 方 数 是 分 


数 , 则 通 分 后 ,分 子 , 分 母 分 别 开 方 ,然后 相 除 ， 
如 : 


| 564752 i_ 2259009 oY 2209009 
4 4 4 
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1 

= =7515 - 
WM Rot OE AR AT FE CALPE SD . UL op BERET 
之 后 , 隙 以 分 母 


= ee CA0, B0). 


《 九 章 》 少 广 章 说 ;“ 若 开 之 不 尽 者 为 不 可 开 , 当 
以 面 命 之 ." 这 里 “不 可 开 " 大 体 相 当 于 无 理 数 。 
《 九 童 》 之 后 ,对 开 方 不 尽 的 情形 ,有 人 以 a 十 


分 表 示 VA 的 近似 值 , 刘 微 指出 ,这 个 值 太 
小 ,应 有 不 等 式 at E cV Acat EER 


ME BTV AWM RED RR 
部 分 之 后 ,应 继续 开 方 ， 求 其 微 数 ”, 以 十 进 分 
数 通 近 和 A。 他 说 ,“ 退 之 弥 下 ,其 分 弥 细 , 则 朱 
FRANA RE RH. CLERK + 
FREDI AB AS AB A HE m, 
而 且 是 保证 我 国 圆周 率 计 算 在 世界 上 领先 干 余 
年 的 先决 条 件 , 此 是 后 话 。 

(thF Be). 4 张 丘 建 算 经 ) 未 提出 抽象 的 
开 方 程序 ,但 从 题目 的 开 方 细 草 中 可 以 看 出 , 它 
们 在 求 得 根 的 一 位 得 数 后 ,不 再 撤去 借 算 , 而 是 
保留 借 算 ,改称 下 法 , 退 二 位 求 减 根 方程 。 它 们 
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还 吸取 了 刘 微 的 改进 。 北 宋 贾 宪 提 出 立成 释 铂 
法 ,继承 了 以 往 开 方法 的 长 处 并 加 以 改进 ,与 现 
SHERF. 

一 次 项 系数 不 为 零 的 开 方 称 为 带 从 开 方 。 
《 九 章 》 匆 股 章 有 需 开 带 从 平方 的 例题 ( 见 第 五 
节 )，* 而 未 有 开 方 程序 .但 是 ,上 述 开 方程 序 中 从 
求 第 二 位 得 数 起 , 便 是 开 带 从 方 。 


2 Way 


(ABARAT AMAR. 

开 立 方术 刁 : 置 积 为 实 。 借 一 算 步 之 ， 
超 二 等 。 议 所 得 ,以 再 习 所 人 异 一 算 为 法 ,而 
除 之 。 除 已 ,三 之 为 定 法 。 复 除 , 折 而 下 。 以 
三 滋 所 得 数 置 中 行 。 复 借 一 算 置 下 行 。 步 
Z, PR- FZE. AER. 以 一 切中 ， 
RP» A am we A KR EL ti 
下 .并 中 从 定 法 。 复 除 , 折 下 如 前 。 开 之 不 尽 
者 , 齐 为 不 可 开 。 著 积 有 分 者 , 通 分 内 子 为 
定 实 . 定 实 万 开 之 , 施 , 开 其 母 以 报 除 。 若 母 
AY HE a > MAE ER REE AZ HD 
如 母 而 一 。 
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明白 了 开 方 术 ,这 段 文字 并 不 难 理解 .这 里 作 五 
行 布 算 : 议 得 ( 根 )、 实 .法 .中 行 . 借 算 。 刘 徽 以 立 
体 模型 给 开 立 方 以 直观 几何 解释 。 开 立方 是 已 
知 一 正方 体 的 体积 求 其 边 长 。 设 其 根 为 ntl 
位 ,以 根 的 一 位 得 数 的 立方 10xai: 减 实 4, 便 是 
从 体积 为 A 的 正方 体 中 减 去 以 10"a 为 边 长 的 


(3) (4) 


图 28 FAURE 
EFi. A—10%2 便 是 其 剩余 部 分 , 它 由 三 种 
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七 块 立体 组 成 ,如 图 28(1)。 第 一 种 是 和 角 上 的 小 
正方 体 MOA 28(2), 其 体积 为 10 rs 第 二 种 
是 三 块 忆 状 小 长 方 体 ,每 一 块 体积 为 (10'a,)?， 
10 x, = 10" a? 7,, ER 28639; 第 三 种 是 三 抉 
条 状 小 长 方 体 ,每 一 块 体积 为 10"@ + C107)? 
= 10" aa," s 刘 徽 称 为 三 长 说 ,如 图 2804), Be 
是 边 的 意思 。 因 此 要 求 z 相当 于 求 减 根 方程 

0 二 

+3 + 10" g,?2,)= A—10"a;3 

的 正 根 ,这 实际 上 是 一 个 开 带 从 立方 问题 。 

《 障 书 。 律 历 志 3 说 祖冲之 “又 设 开 差 需 、 开 
差 立 , 兼 以 正 负 参 之 , 指 要 精密 , 算 氏 之 最 也 。” 
BERIS REFRE TAZARA 
AR FPA KA KAR 
宽 E rtk B etl. ele HAR oe 
bko= ARPER. MERAH., 而 ar t+) 
(ext D=AR P+ 44+ Dethic=ARBHSE 
L, WMH RI 有 一 个 或 两 者 都 是 负数 , 则 x、x 
的 系数 可 能 为 负 , 这 就 是 要 兼 以 正 负 参 之 的 原 
轩 所 在 .就 是 说 ,祖冲之 已 能 解决 负 系 数 带 从 平 
方 .立方 问题 .可惜 他 的 著作 已 失传 。 目 前 所 传 
最 量 开 带 从 立方 问题 出 现在 王 孝 通 k《 缉 古 算 经 》 
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中 ,他 解雇 了 形 如 oe tar’ +r =A R xt tax’ 
一 4 的 求解 问题 ,其 中 a. A> 0.60. 后 者 通过 
两 次 开平 方 解 决 。 责 完 的 立成 释 锁 立方 法 是 与 
现今 无 异 的 开 立 方法 。 


3 HEZA 


贾 宪 把 他 的 开 方 法 叫 立 成 释 锁 。 释 镇 形象 
地 比喻 开 方 像 打 开 一 把 锁 ; 而 唐 宋 历 算 家 把 载 
有 一 些 计 算 常 数 的 算 表 称 为 立成 :立成 释 锁 法 
就 是 借助 某 种 算 表 进行 开 方 的 方法 。 贾 宪 把 开 
方法 的 立成 称 作 开 方 作法 本 源 , 今 天 称 之 为 页 
宪 三 角 。 目 前 中 学 课本 与 若干 小 册子 把 它 称 作 
Mis — EUW., RPE. CREERSE 
书 中 ,而 杨辉 明确 指出 “页 宪 用 此 术 ”。 

Wt = eo BK RTA at bY (n= 
0,1,2,3,…) 的 展开 式 的 系数 摆 成 的 三 角形 ,如 
图 29。 这 个 图 下 面 有 五 名 话 :“ 左 误 帮 积 数 , 右 
SRR. PRA AR. VRS A. mace 
Zo” (CK AR OFRAR BE DO B= 
BULA T R= A: MAA eee EY 
数字 ,分 别 是 人 Cz 十 a)"Cn 一 0.1,2,…) 展 开 式 中 
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Prk 


mitt OX) 
i 
is CER 


OOOO 


ar EDE 
-100099900 


图 29 XIA 
积 w ARS 2 的 系数 ,中 间 的 数 二 ,三 .三 ,四 、 
六 ,四 ,…… 分 别 是 各 廉 。 上 后 两 句 说 明了 各 系数 
在 立成 释 锁 方法 中 的 作用 。 二 ,三 、 三 分 别 在 开 


平方 . 开 立 方 中 的 作用 ,上 面 已 经 看 到 了 ;四 、 
六 四, 五. 十. 十、 五 ,……… 分 别 在 开 四 次 、 五 次 
sre 方 中 的 作用 与 此 类 似 , 黄 宪 三 角 的 提出 ,下 
明 质 宪 实 际 上 已 把 立成 释 锁 方法 推广 到 高 次 
FA jctH—-PFERRE. 

贾 完 三 角 之 后 附 有 章法 , 即 “ 增 乘 方 求 廉 
法 : 列 所 开 方 数 ,以 隅 算 一 , 自 下 增 人 前 位 ,至 首 


9 一 工 十 5 


S 一 工 十 4 


ST 一 9 十 0T 


一 下 十 8 €=1+¢4 
DT 一 下 十 9 J9S=E+TE 
03 一 0T 十 0T 01= 9 +F 

ST=0I+ 5 


Z=I+T 
€=Z24T1 
一 8 十 1 
9 一 忆 十 T 
9 一 十 T 
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位 而 止 。 复 以 陋 算 如 前 升 增 , 递 慨 一 位 求 之 。” 
(水 乐 大 典 》 所 引 详 解 ( 九 章 ) 算 法 阔 机 宪 还 给 
出 了 求 六 次 方 各 靡 的 细 草 ,如 第 110 页 所 示 .最 
后 得 到 六 .十 五 .二 十 .十 五 .六 恒 是 六 次 方 的 各 
廉 . 显 然 , 用 这 种 方法 可 以 求 出 任意 高 次 方 的 区 
B, AZON ED HEIA E A SHER E 
B. 

BR, FR TAS FA PAE 7 Be AE = 
数 联 结 起 来 ,如 图 30, i BA Be = fh ee 
世 杰 解决 高 阶 等 差 级 数 求 和 问题 的 主要 工具 。 

15 捞 纪 ,阿拉 人 怕 数 学 家 阿尔 。 卡 西 用 直角 
王 角 形 表 示 了 同样 意义 的 三 角形 。16.17 世纪 
欧洲 许多 数学 家 都 提出 过 这 个 三 角形 ,其 中 以 
帕斯卡 最 有 和 名 ,被 称 作 帕 斯 卡 三 角 。 


4 增 薪 开 方 法 


页 宪 创 和 址 的 增 篆 开 方法 ,又 称 递 增 开 方 法 ， 
把 开 方 技术 推进 到 一 个 新 的 阶段 。 目 前 中 学 数 
学 教科 书 中 的 综合 除法 的 程序 与 此 相 类 伏 。 它 
=H ARSE RR RS REA RREH AHS 
廉 。 我 们 以 开 1336336 的 四 次 方 (古代 称 为 三 乘 
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HA He HRS 


ERER 


) Os 


D G) ty 
a 


图 30 ih AS BE OY HE = 
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方 ) 为 例 说 明之 。 

BMWARAF EBSD BRA 
实 ,。 别 置 一 算 名 日 下 法 于 实 示 , 常 超 三 位 ， 
K. CL RA- ERRE, HER 
SID LABROA HI FEF HEE PR 
CEHI 3 FR. EE RCL: HER, 
生 立 方 [ 二 万 七 千 ]。 命 上 商 , 除 实 [ 余 五 十 
二 万 六 千 三 百 三 十 六 ]。(3)? 作 法 : 商 第 二 
位 得 数 。 以 上 商 冬 下 法 ,入 下 廉 [ 共 六 十 2; 
se RN ERCHOF 4B: RERA 
方 [ 共 一 十 万 八 千 ]。(4) 又 乘 下 法 入 下 康 
CHATI;RPFRALRCHETF OS, 
又 当下 法 入 下 廉 [ 共 一 百 二 十 ) 。(5) 方 一 、 
上 廉 二 .下 廉 三 .下 法 四 退 [ 方 一 十 万 八 
千 , 上 上 靡 五 千 四 百 , 正 康 一 癌 二 十 ,下 法 定 
一 。J]。(6) 又 于 上 商 之 次 续 商 垩 得 数 [ 第 二 
位 ;四 I]。 以 莱 下 法 入 下 廉 [ 一 百 二 十 四， 
ET PRA ERCH ERE PAR AERLE 
麻 并 为 立方 [一 十 三 万 一 千 五 百 八 十 四 ]。 


D EAE EA MWU PFRI OM RMA TIES 
中 。 EAP BY) C), son ens EEA DH URS FRR. 
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命 上 商 , 除 实 , 尽 ,得 三 乘 方 一 面 立 数 上 5 如 三 
位 立方 , 依 第 二 位 取 用 ]。 
其 计算 草图 应 为 : 


(1) 布 位 定位 (2) 商 第 一 位 。 3) 作法 求 第 二 位 


PH y a h 


这 是 有 文字 记载 的 第 一 个 开 到 次 方程 序 , 它 比 
立成 释 锁 法 简便 。 这 个 开 方 如 果 不 用 随 乘 随 加 ， 
便 要 利用 贾 罕 三 角 第 五 层 , 计算 4*，3,6，3?， 
4°3°, 同时 , 它 的 程序 化 比 立 成 释 锁 法 更 强 , 只 
要 作 好 第 一 步 布 位 定位 ,掌握 退位 步 数 ,那么 以 
商 自 下 而 上 递 乘 递 加 ,每 低 一 位 而 止 , 对 任何 次 
方 都 相同 。 开 方 次 数 靖 高 , 商 的 位 数 僵 多 ,数字 
何 大 ,就 意 显 得 这 种 方法 优越 .后 来 在 阿拉 伯 地 
区 产生 了 同样 的 方法 .而 在 欧洲 ,直到 上 世纪 初 
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才 先 后 由 鲁 菲 尼 与 霍 纳 刨 造 出 来 , 故 称 为 鲁 菲 
尼 一 和 估 纳 法 或 堆 纳 法 , 比 页 宪 晚 800 余年 。 


5 正 负 开 方 本 


祖冲之 求解 负 系 数 方程 的 资料 已 供 。 现 存 
史料 中 ,第 一 次 突破 方程 系数 为 正 的 限制 的 是 
北宋 12 世纪 数学 家 刘 益 。 据 杨辉 4 田亩 比 类 乘 
除 捷 法 ?所 引 , 刘 益 《4 议 古 杠 源 》 中 提出 了 形 如 
a? 一 12z 一 864， 一 5x? 十 2282 = 2592, —5r' 
十 52r 十 128 六 一 4096 的 方程 ,可 见 他 还 突破 了 
首 项 系数 是 1 的 限制 。 刘 益 为 解决 这 些 负 系数 
方程 ,提出 了 益 积 开 方术 和 减 从 开 方 术 , 杨 迹 说 
刘 益 的 方法 * 实 冠 前 古 ”。 这 两 种 方法 尚 不 是 增 
乘 方法 ,后 者 与 增 乘 开 方 法 比较 接近 。 

Se TUBA SE HIE HARA AR SBA EF Oe 
为 主体 的 高 次 方程 数值 解法 发 展 到 十 分 完备 的 
程度 。 他 的 方程 有 的 高 达 10 次 ,方程 系数 在 有 
理 数 范围 内 没有 限制 .他 规定 实 常 为 负 , 这 实际 
上 是 求解 如 下 方程 的 正 根 ; 

Ie) =a" tae aa? 

Hertan eta, =90 (a40,a,<00). 


| 116 t 高 次 方程 数值 解法 


兰 氏 正 负 开 方 术 的 完整 表述 在 《 数 书 九 章 》 田 域 
类 “ 尖 田 求 积 ” 问 中 ;已 知 两 尖 田 合成 的 一 段 田 
HH. KE 39 步 , 小 斜 25 步 ,中 广 30 步 , 求 其 面 
积 ( 如 图 31，)。 此 题 归结 为 开 玲 徐 三 乘 方 0， 

— x'+763200z7’— 40642560000=0 


其 开 方 过 程 是 : 


中 BHRHAKRAR HE ASH, MES HIM RIK 
A”. i 


"FRY SC TTY RH Bd 
LN HT San REBT 
TY WE MATY LE 
1 gL Ba t t) 


E 
EVAT Y- RHR YER 
EHH T-REN TRI 
B PRN y-—RE © 


wT 


002892 
0 
000095 Foo0F 
008 


an Zt TT 
‘RCH TRE MR 
HE Ge * tak TT E * Se Bh * 
MOM T Fee TW RSL 
Se eI a Td E) 


OER ATR. 


— 
— 


(6) 


(8) UFHE FAROE 
入 下 靡 内 。 以 商 生 下 廉 , 入 上 廉 


Ale VARA EAA. 以 续 商 
四 十 命 方 法 ; 除 实 , 适 尽 。 所 得 商 


教 八 百 四 十 步 为 田 积 。 
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3 OLA 78 th OE fa I”, Pe RA a de — a A T 
法 。 这 个 开 方 中 ,出 现 常 数 项 由 负 变 正 的 情况 ， 
SILA APRA” FALE SHI 
项 绝对 值 增 大 的 情形 , 秦 氏 称 为 “投胎 ”。 秦 氏 提 
出 这 些 情形 ,由 的 在 于 指示 人 们 和 遇 到 反常 情形 
TEET, MERRTE. 

正 负 开 方 术 是 13 世纪 宋 元 数 学 察 的 共识 。 
南宋 的 杨辉 , 金 元 的 李 冶 、 朱 世 杰 对 此 都 有 贡 
RK. ZR. RRT RHA hh. ie AE 
可 人 负 , 并 对 常数 项 变 导 或 绝对 值 增 太 的 情况 也 
提出 了 处 理 意 见 , 数 学 家 们 还 提出 之 分 法 ,如 
C28 IB) 10 Bok — 22. 5r? — 648r 
+23002=0 的 正 根 ,就 原 式 开 方 , 开 不 出 准确 
根 , 李 痛 便 以 22. 5 Fe RIN 23002, 得 517545, 
一 次 项 系数 不 变 , 二 次 项 系数 变 为 一 1, 再 开 方 ， 
即 求 一 一 648y 十 517545 二 0 的 正 根 。 这 实际 
上 是 作 变 换 y— 22. 5z, 求 出 y 一 465, 因 此 ,x 
一 465 二 22. 5 一 20 所 。 朱 诬 杰 把 这 种 方法 推广 
到 高 次 方 ,《 四 元 玉 鉴 3》 的 “和 分 索 隐 ” 门 第 13 回 
的 开 方 式 是 576r — 2640r + 17292 + 3960r 
一 1695252 一 0。 他 开 得 正 根 的 整数 部 分 8 之 后 ， 
尚 有 余 式 
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576.2)! + 157922°+ 1595532; 
+ 7043922,—545300=0, 

便 以 5763 FEA BAL 576° FE— KOH R576 $ 
二 次 项 系数 ,三 次 项 系数 不 变 , 以 1 为 首 项 系 
数 , 开 方式 化 成 

yt +15792y° + 9190252897 

+ 233700360192» — 104208452812800=0, 

这 实际 上 进行 变换 y—5762,, FAB y= 384, 


一 了 384 二 一 8 二 
作 连 枝 同 体 术 ,是 非常 巧妙 的 。 


6 根 与 系数 的 关系 


刘 益 k 议 古 根源 ?根据 已 知 * 直 田 积 864 步 ， 
AZ tis PASE 60 步 * ,连续 提出 两 个 问题 ,一 是 
“和 欲 先 求 阔步 得 几何 ?” 一 是 “ 窝 先 求 长 步 , 间 得 
几何 ?” 显 然 此 二 问 都 归结 到 间 一 方程 一 x 十 
60+ 一 864, 它 的 两 个 根 z = 24.2, = 36 便 分 别 
为 这 两 个 问题 的 答案 。 但 是 刘 益 和 杨辉 都 未 能 
从 这 一 例子 认识 到 二 次 及 其 以 上 的 方程 可 能 有 
多 于 一 个 的 正 根 , 并 进而 讨论 根 与 系数 的 关系 


七 ”高 次 方程 数值 解法 121 | 


问题 。 直到 清 中 叶 中 国 古 典 数 学 复兴 ,汪汪 、 李 
锐 才 考虑 这 个 问题 ,取得 了 杰出 的 成 就 。 汪 莱 
1801 FEC PAR PIP RAE OKA 
可 能 有 一 个 或 二 个 正 根 ,三 次 方程 可 能 有 一 个 、 
二 个 或 三 个 正 根 , 秦 九 家 、 李 褒 书 中 的 方程 有 许 
多 不 只 一 个 正 根 ,不 加 分 析 地 取 其 中 一 个 为 答 
数 是 不 应 该 的 。 例 如 , 形 如 

art —brtc=0, ari—prt+crt+d=0, 

ax’ — bt +d=0, aa — ba —cetd=0, 

ax + bx’ —crtd=0, axi—cxt+ad=0, 

ax*—bzx?’+catd=0 (RF arbe d0) 
HILA EAER, EAR A ax? — be? 
ter—d=0 的 正 根 可 能 是 一 个 ,可 能 是 三 个 。 
他 还 明确 指出 ,如 roro 是 其 正 根 , 则 ritar 
tans nn ten trn Snes, 

广 莱 初步 考虑 了 正 根 个 数 与 方程 系数 正 负 
号 的 六 系 。 主 菜 从 六 安 将 《第 五 册 算 书 》 寄 给 扬 
州 焦 循 ,次 年 焦 循 携 书 到 杭州 与 李 锐 共同 研究 。 
李 锐 将 汪 药 对 二 ,三 次 方程 正 根 的 研究 推广 到 
任意 高 次 方程 ,提出 了 三 条 判别 根 与 系数 关系 
的 法 则 ,把 这 项 研究 提高 到 一 个 新 的 阶段 .然而 
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三 条 中 第 二 条 有 语 病 ,证 莱 举 出 了 一 个 反例 .他 
们 对 这 一 问题 继续 研究 .后 来 李 锐 撰 《 开 方 说 》， 
提出 :方程 系数 符 导 变化 一 次 的 常 有 一 个 正 根 ， 
变化 二 次 的 有 二 正 根 ,变化 三 次 的 有 二 正 根 或 
一 正 棚 ,变化 四 次 的 有 四 正 根 或 二 正 根 . 正 根 个 
数 比 符号 变化 次 数 少 时 ,所 缺少 的 根 就 是 汪 莱 
所 说 的 “无 数 ”, 它 们 必定 成 对 ,没有 缺 一 根 的 情 
形 。 李 锐 这 一 判别 法 则 与 欧洲 17 世纪 笛 卡 儿 的 
符号 法 则 是 等 价 的 。 

李 锐 还 承认 方程 的 根 可 以 是 负数 ,用 增 乘 
开 方 法 求 负 根 的 方法 与 求 正 根 一 致 .他 认为 , 求 
出 一 个 根 之 后 ,可 用 此 根 将 方程 降低 一 次 以 求 
第 二 个 根 , 如 此 逐步 降 寿 ,而 不 必 就 原 方程 开 
方 。 李 锐 还 首次 提出 方程 有 重 根 的 问题 , 至 此 ， 
中 国 的 方程 论 形成 了 一 门 比较 完整 的 学 科 。 


ZHONG GUO 


WEN HUA SHI 
ZHI SHI 
CONG SHU 
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开 方 术 和 解决 实际 问题 ,包括 到 

R P 出 开 方 式 和 并 方术 两 方面 的 内 
容 。 上 节 介 绍 了 开 方 术 , 现 在 来 谈 开 方式 造 术 ，。 
宋 元 时 代 , 开 方式 造 术 发 展 成 为 一 种 专门 的 学 
Fe) ,叫做 天 元 术 。 后 来 又 发 展 出 二 元 术 、 三 元 术 
与 四 元 术 。 


1 天 元 术 与 四 元 术 的 历 实 


在 第 五 节 , 我 们 已 经 看 到 了 刘 微 怎样 从 实 
际 问题 中 抽象 出 二 次 方程 的 。 唐 王 孝 通 列 出 了 
更 复杂 的 方程 。 如 《 缉 吉 算 经 ?第 15 问 ,已 知名 
AIRE ob 一 706 He TSE A c 一 4 一 36 h, 
RA aE OK co MURR ED a 的 开 方 
Riad +2 oS gt AO. AERAN RE 
路 是 ， 
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(aby =ab, 


(ab? a, 一 
2(c—a) 2@—a) ° 2€e—a) 


cta c—a c—a 
=g» 5 =a (at 5 a’, 


=a + 


但 是 ,怎样 想到 由 ze 开始 变换 ,是 个 十 分 
技巧 的 问题 。 不 过 ,从 刘 微 到 王 孝 通 , 其 共同 的 
方法 是 将 两 数 相 乘 看 成 面积 ,三 数 相 乘 看 成 体 
积 , 通 过 出 入 相 补 原理 解决 .这 种 方法 在 宋朝 发 
展 为 演 眉 法 , 它 实际 上 是 通过 等 积 变 换 列 出 方 
程 的 方法 .在 这 里 ,未 知 量 与 已 知 量 一 样 投入 图 
形变 换 和 数量 运算 .问题 在 于 ,对 未 知 数 没有 统 
一 的 符号 ,显得 繁琐 。 天 元 术 以 一 个 符号 “天 元 
一 "表示 未 知 数 ,通过 天 元 多 项 式 的 运算 相 消 ， 
列 出 开 方式 , 开 方式 造 术 有 了 规范 的 程序 。 

由 于 史料 散 佚 ,天 元 术 的 早期 发 展 情况 沿 
不 清楚 。 祖 显 在 《四 元 所 鉴 。 后 序 ) 中 谈 到 了 天 
元 术 的 发 展 概 况 。 他 说 :* 平 阳 ( 今 山西 临汾 ) 蒋 
周 撰 《 益 古 》, 博 陆 ( 今 河北 艺 县 ) 李 文 一 撰 4 照 
REL >» ER CST I BE EL A RE BR CHS BD F 
7k CSE BS RGR UR SL 
乡 县 ) 人 元 裕 细 草 之 ,后 人 始 知 有 天 元 也 。” 就 是 
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说 ,天 元 术 通 过 从 藉 半 到 元 裕一 系列 数学 家 的 
ASB SD A SE PEER. BY] TR ER CD 
AY Bi oy et BOR EE eB a h Bob R 
余 已 葛 然 无 存 . 这 里 来 担 到 李 治 ,其 中 元 裕 是 不 
Em BROCE el ,学 术 界 亦 未 有 定论 。 无 论 如 
何 , 李 渝 时 代 , 天 元 术 已 是 北方 金 元 数学 家 的 共 
同 财富 ,《 测 圆 海 镜 》《 益 古 演 段 》 只 是 目前 传世 
的 使 用 天 元 术 的 最 早 的 著作 。 李 治 的 笔记 中 对 
天 元 术 的 发 展 情况 刚 谈 得 更 为 详细 。 他 年 轻 时 
在 东平 县 看 到 一 算 经 ,以 人 表示 常数 项 ,居中 ， 
仙 、. 明 、. 塘 . 汉 、 鱼 . 层 、 高 .上 、 天 表示 未 知 数 的 
9.8、*…2,1 次 种, 居 人 之 上 ,地 .下 , 低 、 减 , 落 ， 
HE SRB RETRAI — 1, — 2.7 -8,—-9 
UE BAZ PF JG he Bl OY RICA ERA 
T RAR SAK RS. A IRR IE. E 
HICH TET ROKR i Be. 
fe LER SCG. RR TE TEREA, 
FRR. AUS EHET BARRE. i] 
交换 天 元 、 地 元 的 位 置 ,采取 天 元 在 下 ,地 元 在 
上 的 方式 。 我 们 知道 , 开 方 图 式 中 常数 项 在 上 ， 
PRR AEF AS AY i Re FE ET 
的 改革 使 天 元 术 表 示 法 与 开 方 图 式 一 致 , 简便 
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得 多 了 .。 李 治 《 测 圆 海 镜 ?表明 , 洞 渊 已 经 有 了 立 
天 元 一 的 明确 步 又。 李 治 对 天 元 术 的 重大 贡献 
在 于 ,他 取消 了 表示 负 短 的 地 元 ,只 用 一 个 “元 ” 
字 表 示 未 知 数 的 一 次 需 , 或 用 “ 太 ” 表 示 常 数 项 ， 
其 他 圭 次 皆 按 位 置 值 给 出 ,进一步 简化 了 天 元 
术 的 表示 和 运算 。 他 在 ¢ 测 回 海 镜 》 中 仍 取 正 知 
在 上 , 负 宕 在 下 的 方式 ,在 《 益 古 演 段 } 中 则 颠倒 
过 来 , 正 备 在 下 , 负 稳 在 上 ,后 来 的 数学 家 都 采 
取 这 种 方式 。 

人 们 把 天 元 术 与 方程 术 结 合 起 来 , 便 创造 
了 二 元 术 、 三 元 术 与 四 元 术 , 即 二 元 ,三 元 .四 元 
联 立 高 次 方程 组 的 解法 。 祖 颐 在 叙述 了 天 元 术 
的 历史 之 后 ,接着 写 道 :平阳 李 德 载 因 扎 《两 仪 
BASES HOA IG By (SBIR EAS 
1 850K EB SR ERIE), HMA AT 
H. FAL HG Ly He OW A a a EF RS 
Bi. FC IL BEDS BARK A eS.” 
必 四 元 玉 鉴 .后 序 冰 李 德 载 . 刘 大 鉴 的 著作 亦 
内 传 . 不 过 此 外 地 元 不 再 表示 人 负 禾 ,而 是 与 天 元 
并 列 的 另 一 未 知 数 。 三 元 术 则 以 天 .地 、 人 为 未 
知 数 , 四 元 术 以 天 .地 . 人 . 物 为 未 知 数 。 
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天 元 术 的 基本 思想 是 :首先 立 所 求 的 量 为 
天 元 一 ,根据 问题 的 条 件 给 出 两 个 等 价 的 天 元 
式 , 使 两 个 天 元 式 相 减 , 便 得 到 一 个 开 方 式 , 即 
一 个 方程 式 . 后 面 这 个 过 程 叫做 如 积 相 消 。 而 如 
积 释 锁 则 包含 了 列 方 程 . 解 方 程 的 完整 过 程 。 显 
然 , 立 某 量 为 天 元 一 相当 于 今天 的 设 某 某 为 未 
知 数 x. RICA SFO KRW BA SH 
| 


式 . 如 按 《 测 国 海 匀 ) 的 记 法 | | | 由 三 六 ez 
Q 


本 


A 
AR BTA x*— 33225+ 275562", FRAIL Cw Be 
WETE 2 ARR RICA. WAE 
假 令 有 图 城 一 所 ,不 短 周 径 。 或 问 丙 出 
南 门 直行 一 百 三 十 五 步 而 立 , 甲 出 东 门 直 
Ai +A. BGI? 又 法 日 :二 行 相 
陛 得 数 , 又 自 之 ,为 三 箭 方 实 。 并 二 行 步 ,以 
二 行 相 乘 数 ,又 倍 之 为 从 。 二 行 相 并 数 以 
SHT LKR AHR RMA 
一 廉 .第 二 廉 空 ,一 益阳 .。 益 各 开 之 得 半径 。 
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如 图 32, 设 南 行 EA WRT FB 为 7, 则 此 妈 
要 求解 方程 
— a+ 4kiz + 2hiC kt Dat (hl) 0. 


图 32 AN 


李 治 用 天 元 术 推 导 这 个 四 次 方程 的 方法 是 ， 
草 日 : 立 天 元 一 为 半 城 径 , 副 置 之 。 上 


加 南 行 步 得 | | 二 山地 | 为 股 , 下 位 加 革 行 步 
得 | A WH a - 
得 | 了 丁 > ALE Ae = | 元 


-| fm 
O—— 


= 
[一 
bh 
at 
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二 十 步 , 即 半 城 径 也 。 
这 上段 文字 用 现代 符号 翻译 出 来 就 是 ; 设 r 为 贺 
城 半 径 OC. etk BROA, r+ AA OB, AF 
AB + OC=OA + OB, BI AB + r= (xt) 


Cxrt+L . BX AB = SERED 


开本 (十 Dx 十 入 


x 
=ar+(41++kix, 


从 ”天 元 术 与 四 元 术 131 | 


ABP = [r4 HO HRT O E t Ha Da 
+++ 4hi+ 20k Dale + kD at. 
又 AB =OA?+ OB = (rx tht Crt)? = 22? 
H2RTD ath +E, POS FB PTF LA at BY 
得 上 述 开 方 式 。 
由 此 可 见 , 在 率 涌 时 代 已 完全 掌握 了 天 元 
多 项 式 的 加 \ 减 . 莱 法 及 除数 为 天 元 单项 式 的 除 
法 ,掌握 了 指数 的 改 除 法 运算 及 合并 同类 项 等 
运算 .由 于 天 元 式 的 表示 采取 位 置 值 制 , 故 乘除 
KARERE, REEF wF 
“KS BN BY. 


3 WAR 


四 元 术 就 是 多 元 高 次 方程 组 解法 , 它 实际 
上 包 插 四 元 术 表 示 法 和 四 元 消 法 两 部 分 内 容 。 
四 元 术 的 表示 方法 是 常数 项 居中 , 旁 记 一 
“KF RICA PF WBA. ATEH, 
HEEL RR ENS AOS 
Bee ARI A eS 
3G FER OS PEK SIA TAY 
ELAk, PRPZ TCHR SPC. y 
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he ERE A 33。 一 个 筹 式 相当 于 现今 的 
一 个 方程 式 , 二 元 方程 组 列 出 两 个 竹 式 ,三 元 方 
程 组 列 出 三 个 筹 式 ,四 元 方程 组 列 出 四 个 短 式 。 
这 是 一 种 分 离 系数 表示 法 ,对 列 出 高 次 方程 组 
与 消 元 都 很 方便 ,可 惜 由 于 平面 只 有 上 、 下 、 左 、 
右 四 个 方向 ,最 多 只 能 列 出 四 元 ,高 出 四 元 的 方 
程 组 便 无 能 为 力 。 


， 物 : 地 ” 物 : 地 物 : 人 物 : A 
物 地 ph 物 人 物 AH 


图 33 四 苑 布 列 


四 元 术 的 核心 是 四 元 消 法 ,即将 四 元 四 式 
消 成 三 元 三 式 ,再 消 成 二 元 二 式 , 最 后 化 成 一 元 
一 式 , 即 高 次 开 方式 . 朱 世 杰 《 四 元 玉 鉴 ) 卷 首 的 
“ 假 令 细 草 ” 中 列 出 了 天 元 术 、 二 元 术 、 三 元 术 和 
四 元 术 的 范例 。 谨 将 第 3 问 “ 三 才 运 元 "的 消 法 
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解释 如 下 。 问 题 是 ;:“ 今 有 股 弦 较 除 弦 和 和 与 直 
积 等 .只 云 勾 弦 较 除 弦 较 积 与 勾 同 ,局 弦 几何 ?” 
好 已 憩 ta 十 5 十 中 二 一 上 = 二 aby €C—atéteo) 
二 (Cc 一 2 一 ,下 色 股 定 理 有 十 上 六 = 二 ae ER 
法 是 :5 见 第 133 一 135 H) 

由 于 朱 直 杰 的 文字 过 于 简 括 ,“ 互 隐 通 分 相 
消 ”" 所 引用 罗 士 琳 细 草 ,只 是 提供 一 个 大体 说 明 
消 元 过 程 的 例子 .至 于 是 否 符 合 朱 氏 上 硕 总 ,不 得 
而 知 。 事 实 上 ,许多 学 者 有 不 同 的 细 草 。 


ZHONG GUO 
WEN HUA SHI 
ZHI SHI 
CONG SHU 


[ise 2 Rae 
AE A Bit Se R BOR A [Fh 


— TR ae 4 FE SE PA = A 


FB SF id AH IB PA 2S AY 2 BB AE SE. UR A — Bir Se 
差 级 数 。 同 样 , 就 明白 了 三 阶 BT a eR. L 
阶 及 其 以 上 的 等 差 级 数 病 称 为 高 阶 等 差 级 数 ， 
是 宋 元 数学 的 一 个 重要 分 冯 。 而 其 济源 应 妃 济 
到 等 差 级 数 。 


1 等 差 级 数 

人 人 们 很 早 就 认识 了 等 着 级 数 。《 九 章 算 术 》 
均 输 但 有 几 个 等 差 级 数 的 例题 ,如 “ 今 有 人 金 狼 长 
五 尺 , 固 本 一 尺 重 四 厅 , 斩 未 一 尺 重 二 斤 。[ 宫 次 
—R BL?" AEE ARR AE, 2 
根据 首 项 .未 项 .项 数 先 求 出 公差 ;aa 一 4,as 一 2， 


BHd=F Sat MRE ART 
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-Lt HR ARE d= — 4. HL 


节 竹 ” 问 也 是 一 个 等 差 级 数 问 题 , 这 些 问 题 都 未 
AERAR. A TERREN T 
—. ERA, SLE 15 日 所 行 里 数 时 ,使 用 了 
公式 3 一 [ai 十 宕 二 <Jn, 这 是 已 知 等 莽 级 数 
的 首 项 a, 公差 ad TAK ”而 求 前 = 项 和 的 公 
式 . 不 过 ,描述 上 述 会 式 的 文字 是 《4 九 章 ?》 术 文 还 
是 刘 徽 注 ,学术 界 有 不 同意 见 , 尚 难 定 论 。 刘 徽 
六 把 上 述 公 式 写 成 ， 


Sman} + DD 


这 可 以 看 作 是 上 述 公 式 的 推导 。 

等 益 级 数 同 是 在 4《 张 丘 建 算 经 》 中 又 得 到 多 
方面 发 展 。 卷 上 第 22 问 :“ 今 有 女 善 织 , 日 益 功 
疾 , 初 日 织 五 尺 。 今 一 月 , 共 织 九 匹 三 丈 . 问 且 益 
几何 ? 术 日 ; 置 今 织 尺 数 , 以 一 月 日 而 一 ,所 得 售 
之 ,又 倍 初 日 尺 数 减 之 , 余 为 实 。 以 一 月 日 数 , 初 
一 日 减 之 , 余 为 法 , 实 如 法 得 一 .” 设 首 项 wm ,项 


žir ns 前 non A Sas 则 2s = d= (> 
一 1)。 第 23 问 :“ 今 有 女子 不 善 织 ,日 减 功 迟 , 初 
日 织 五 尺 , 末 日 织 一 尺 , 今 三 十 日 织 论 。 问 织 几 


d. 


— 2a, )>Cn 
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何 ? RAFF RARA RM, EZ ARAE 
Be, BIS. "ik AR a. KAR a.» HE RIAT x 
项 和 公式 & 一 去 Ca 十 am。 卷 上 第 32 同 、 卷 中 
第 1 问 都 是 已 知 首 项 ,公关 4 及 各 项 平均 值 
mt RIT EK n= C2Gn—a +d. FF 36 (hy 
是 已 知 公差 1, 首 项 1, 则 项 和 

= Gna. 


2 IRR 


等 莽 级 数 问题 在 宋 元 时 代 发 展 为 高 阶 等 差 
级 数 求 和 和 问题。 这 一 课题 的 开创 者 是 北宋 大 科 
学 家 沈 括 。 沈 括 研 究 了 《4 九 章 算 术 》 的 特价 等 六 
体 体 积 公 式 ( 见 第 四 节 ), 认 为 已 相当 完备 ;但 
RACK BORA AK. PARMAR CARS 
Ont} — FOB BL SEK 34, E 
RA AENEA, (AA Hi eB A BER 
求 积 ,数值 偏 小 。 沈 括 恒 提 出 了 踪 积 术 。 设 际 积 
BY ERE RE ate 5. FRR a, 1 6. Rin B, a, 
—~ a == bb, mh =n— 1, FSB BY BR Se 

$ =a@,4+ Ca, +1) (4, +1) 


A, PM 141 | 


HE 34 AR Bt 
+ Ca, +239 0),4+2)+-"+ Tab, 


= z 2a taph + atadh 
+ Ca,—a,)). 


即 刍 童 状 隙 积 中 物件 的 个 数 比 刍 童 体积 多 亏 
X (ee 一 a)。 孙 积 术 实际 上 是 一 个 二 阶 等 盖 级 数 
求 和 问题 ， 

PERE ah Cay PLB) atA Capt 8) lay bay bare 
-t a, +8, +1 mb +3 apt +5 ay boy +? 


— ht z 2 2 2 “ 


ARARE GERILA E Le Bp, 
类 《 九 章 ?的 立体 。 AP SRI RSA 
隙 积 术 相同 . PO PR PRC Er AE aR AS 


| 142 wa RS 
AA: 
Sa =P An 
—4 i 
= gta Daty). 


FPR CM 2A SO HR ARS RA: 
S, =a + la+ 1)? + lat 2 + 
-H1 
= 和 (ead). 
= £9 PE CLES SE BTR FRA: 
S, 一 1 十 3 十 6 十 10 十 … 十 2 十] 
=at 1) (nt+2). 


不 难看 出 ,这 都 是 二 阶 等 差 级 数 求 和 间 题 。 间 
时 ,可 以 大 出 ,在 沈 括 的 际 积 术 中 令 ash l, 
a=b =n, 便 是 杨辉 的 四 隅 如 公式 : 令 as, 
a=b, PETE HAE Fe BE: F ay = 1,6, 2,4, 
=robo= nt 1. ERRAT SSR S AT 

1 。2 十 2 。3 十 3 。 4 十 … 十 zz 十 1) 

= Ennt in #2). 


两 端 际 以 2. (24S Si te HE = PRK. 
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3 JAK HWEAR 


$a HEE AY — ir Se Se ee BY ORR A A HE AU PR 
AR, SS THES FPR AAR 9 OE HE IPD ee SE, 《四 
TEPP RAER”, “oS TR” AF 
“RERA =I] 33 题 中 ,都 是 已 知 高 阶 等 差 级 
数 总 和 求 其 项 数 的 问题 ,为 了 解决 这 些 问题 , 需 
要 按照 各 自 和 的 求 和 公式 列 出 一 个 高 次 方程 来 ， 
然后 用 * 正 负 开 方 本 ” 求 其 根 .在 这 些 问题 中 , 朱 
世 杰 提出 了 一 系列 三 角 探 公式 : 

36 Ei DR CBR PR AE BE FR) 


S, = Ur=1424+34-%4n 


一 六 mCz 十 1)、 


= SR BRE IED 
3S, == 之 arr) 


一 1 十 3 十 6 十 十 n(n 十 1) 


= Finn +1) (x 十 2). 
tt FEE BE CBR = fe ER), 


S, = grt 1 G42) 
二 1 十 4 十 10 十 … 
Han Cnt+1) (n+2) 


= gnant D +2) +3). 


三 角 撤 星 形 翅 (或 撒 星 更 落 一 形 埃 )， 


S, 一 Èl Tir + 1 +2943) 
一 1 十 5 十 15 十 …. 
+ Anat) (n 十 2) Ce 十 3) 


= AC D2) (nt 3) (4). 
=m Fee, 


S, -> Dr+2) 
(3) (r+4) 
二 1 十 6 十 21 十 … 
Hinati) 
(n+2>(n+3)(n+4) 
一 页 za 十 1)Cn 十 2) 
(n2+3>G1+-4)(n+5). 
这 些 公式 在 朱 世 杰 的 书 中 似乎 没有 条 理 ,但 BE, 
从 它们 之 中 ,后 一 个 被 称 作 前 一 个 的 落 一 — TBR, 
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即 前 一 个 的 前 = 项 之 和 是 后 一 个 的 第 = 项 来 
看 , 它 们 在 朱 世 杰 的 头脑 中 是 形成 了 一 个 完整 
的 体系 的 . 岂 我 们 再 看 它们 与 贾 宪 三 角 的 关系 : 
上 述 各 级 数 依 次 是 南 宪 三 角 第 2.3.4.5.6 RR 
线 上 的 数字 ,而 其 和 恰恰 是 第 3.4、.5.6.7 Ri 
线 上 的 第 个 数字 ,这 就 是 为 什么 和 朱 世 杰 用 两 
组 平行 于 左右 两 斜 的 平行 线 将 贾 宪 三 角 的 各 
个 数 联 结 起 来 .可 见 , 朱 世 赤 已 经 掌握 了 三 角 井 
的 一 般 公 式 ， 


2 SPP Lr b2) Ot p—D 


= GPP FD CO2 二 2) Ort p). 
显然 , 当 p= 1,2,3,4,5 EELEE HRA 
式 。 朱 世 赤 还 解决 了 以 四 角 翅 之 积 为 一 般 项 的 
一 系列 高 阶 等 差 级 数 求 和 阿 题 ,以 及 幅 峰 形 娩 
等 更 复 深 的 级 数 求 和 问题 。 

郭守敬 (公元 1231—1316 FB). EMA 
1235—1281 年 ) 等 元 朝天 算 学 家 曾 用 挡 差 术 推 
算 日 .月 的 按 日 经 行 度数 , 朱 志 杰 也 把 用 招 差 术 


T Se RL Pt Ge CRE CR ICE Pie i. 
学 出 版 社 ,1966 。 
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解决 高 阶 等 差 级 数 求 和 问题 发 展 到 十 分 完备 的 
EE. “ROR TAROT SS 问 附 录 中 :“( 今 有 官 
司 ? 依 立方 招 兵 , 初 招 方面 三 尺 , 次 招 方 面 转 多 
一 扩 , 得 数 为 兵 。 今 招 一 十 五 方 , 问 招 兵 凡 何 ?” 
“AB : 求 得 上 差 二 十 七 .二 差 三 十 七 、 三 差 二 十 
H, TÆR REA: SHAE, SHARA 
蔡 章 底子 积 为 二 积 , 又 今 招 减 二 为 三 角 底 子 积 
为 三 积 , 又 今 招 减 三 为 三 角落 一 积 为 下 积 。 以 各 
差 乘 各 积 , 四 位 并 之 , 即 招 兵 数 也 。” 设 日 数 为 
rA DAR r ARHAR, WU 逐日 招 乓 数 为 
(2 十 I ) 当 一 1,2,3,4… 时 ,了 Ctx) 之 值 及 逐 
REMF: 

Hw SAHER 


1 B27 bMAD 
S7( BAT) 
2 435564 24( = AF) 


61 6( OB AA) 
3 §8~ 125 30 


3i È 
4 67 = 216 3 


5 33 一 343 
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hk#A= 27, 2 BAH 37, = 8 AIH 24, FE 
A'=6,. TERA n, DIA n—- 1D AFR 


RER Dr dni ,三 积 为 以 (mn 一 2) 为 


底子 的 三 BRB Dot = tna VO 


~—2), FMY (n—-3) HIRE = FEE 
BU rt G+ D= Pra V2) 
一 3), 困 此, 求 POD RAT PURE AX 

7 一 mA 十 2 Era DA’ 


十 二 n(n 一 1) Cn 一 2 人: 


+ (nm2) (nS) A 

这 一 公式 与 现代 通用 形式 完全 一 致 。 欧 洲 在 格 
雷 果 里 (J + Gregory) SECA 元 1670 年 ) 中 
A H FG RT TH SAB OA A. ag A RH 2 
在 牛顿 的 著作 (人 么 元 1676 ED, eT AR HA 
兰 会 式 的 各 项 系数 恰恰 依次 是 各 三 角 运 的 积 ， 
是 他 的 突出 贡献 。 上 和 式 中 ,一 15, 则 | 

(15) 一 15X27 十 二 15X14X37 


+H15x 14<13™ 24 
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t 


+7715X14Xx13Xx12Xx6 
= 23400 人) 
BDA 15 日 共 招 兵 人 数 。 


ZHONG GUC 
WEN HUA SHI 
ZHI SHI 
CONG SHU 
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\ 定 问题 在 中 国 古代 数学 中 占有 
”重要 地 位 ,我 们 分 勾 股 数组 .五 
家 共 井 、 百 鸡 问题 、 辐 余 式 问题 等 几 个 方面 阐述 
这 一 成 就 。 


1 SRA 


HRE tty sr RGE AATE a 
题 , 显 然 它 有 无 数组 解 .满足 该 定理 的 有 理 数 组 
(atpc) 通 常 称 为 飞 股 数组 PY PRO BK JE 
斯 数组 .如 何 表示 出 勾 股 数组 ,是 两 千 多 年 来 数 
学 家 们 关注 的 向 题 。 公 元 前 五 .六 世纪 , 毕 达 哥 
拉 斯 设 一 奇数 为 2a 十 1 一 zz 为 正 整 数 , 那 么 
a= mD .ma 十 1 一 二 (oz 十 1 就 是 勾 股 数 
组 ;后 来 柏拉图 以 mr —- lim’ +1 WAAR 
BASE ILE wo. $ (uv) Fao 
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mn 


mnpq、 2 P-G) FP +g) RAR ABA, 
显然 这 些 表 达 式 并 未 给 出 全 部 分 股 数组 ， 

世界 上 第 一 次 给 出 勾 股 数 通 解 台式 的 是 
ILER DARA L AR’ lel. me, 
“ 今 有 二 人 同 所 立 。 甲 行 率 七 , 乙 行 率 三 。 乙 东 
行 , 甲 南 行 十 步 而 茜 东 北 与 乙 会 。 问 甲 、 乙 行 各 
JLi?” EER P IT eta, LIT 5 出 (十 a :5 二 1 
: 2 一 7 + 3。《 九 章 》 先 求 出 南 行 率 即 匀 率 a= + 
xf 一 证 )， 东 行 率 即 股 率 b= mn, WITE BP 
率 < 一 去 (me 十 必 )。 然 后 根据 已 知 南 行 步 数 ,用 
今 有 术 求 出 东 行 和 那 行 步 数 。 这 里 勾 、 股 、 弦 三 
吾 便 是 勾 股 数 的 通 解 表示 式 , 其 为 通 解 的 条 件 
是 m.n 为 互 案 的 奇数 ,《 九 章 》 的 两 个 例题 都 符 
合 此 条 件 。 国外 被 认为 最 先 给 出 勾 股 数组 通 解 


公式 的 是 希腊 的 丢 番 都 ,其 公式 是 a 一 -2 ,6 


= man em he BS m= — c=, 则 可 
得 到 与 《 九 童 ) 等 价 的 公式 。 于 一 都 大 约 与 刘 徽 
同时 ,H 比 《4 九 章 3》 晚 了 三 ,四 百年 。 

$ 九 人 音 算术 3 已 知 色 股 着 与 弦 求 勾 股 的 问题 
后 来 也 发 展 为 色 股 差 率 与 弦 率 的 形式 ， 
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c+ (Pp—a)=p: g, ni 


这 是 勾 股 数组 的 通 解 公式 的 另 一 种 形式 ,其 条 
件 为 pig 为 互 素 奇 数 ,2 产 一 下 是 一 个 完全 平方 
数 。 秦 九 韶 曾 用 该 公式 成 功 地 解决 了 通 度 同城 
的 十 次 方程 造 术 。 美 国 数论 专家 迪克 森 (Dick- 
son)1894 年 提出 了 名 股 数组 的 另 一 种 形式 ， 
Vst +s, stt 2 十 $s 十 :。 显 然 , 其 雏形 便 
we (ILE) QAR BE Se 2S TK AR ER AR 
弦 的 公式 。 


2 ARAH 


《 九 章 算术 》 方 程 章 有 一 五 家 共 井 题 ;“ 今 有 
五 家 共 井 , 甲 二 绠 不 足 , 如 乙 一 绠 ; 乙 宇 缚 不 足 ， 
以 两 一 绠 :两 四 绠 不 足 , 以 丁 一 绠 ;本 五 骨 不 足 ， 
以 谎 一 绕 : 虑 六 绠 不 足 , 以 甲 一 绠 。 如 各 得 所 不 
EE, Bi. H. ER AJL KRIE 
方程 是 ， 


4t 
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2r+ y =U! 
3y+2 =w 
dzatu =w 
Sabo w 

x A GVW ， 


《 九 章 》 接 方程 术 解 ,得 出 + 一 265,y 一 191,z 
一 148,2a 一 129,p 一 76 0 一 721。 此 题 六 个 未 知 
数 , 只 能 列 出 5 行 方程 , 消 元 的 结果 ,应 得 到 > 


= Fo we. Me (TURE DY WETS Fe “AE BL A 
之 ”实际 上 只 给 出 了 最 小 的 一 组 正 整 数 解 。 此 


是 不 是 问题 ,是 中 国 数学 史上 首次 明确 提出 不 
定 问 题 . 


3 百 鸡 问题 


《 张 丘 建 算 经 ?也 提出 了 一 个 不 定 问 题 , 即 
世界 数学 史上 著名 的 百 鸡 问题 : 今 有 鸡 称 一 直 
REWE- BRS Qe HA LARS 
BER. VS BE SLA RRA A 

x+yt2z=100 
rore . 
《 张 丘 建 算 经 》 认 识 到 这 是 一 个 不 定 方 程 ， 给 出 


.| as4 + 不 定 问 题 


了 (4,i8,78),(8,11,81),(12;4,84) 三 组 解 , 是 
其 全 部 正 整 数 解 。《 张 顾 建 算 经 》 提 示 了 解法 ; 
“ 术 日 ; 鸡 癸 每 增 四 , 鸡 母 每 减 七 , 鸡 雏 每 益 三 ， 
BG." Sk MERA RABBI AAS 
FIM. RST IB AE DL 3 RS 2 行 , 减 第 
1 行 ,化 成 7+ 十 43y 一 100, 其 中 4y 与 100 都 是 4 
的 倍数 ,因此 xz 应 是 4 的 倍数 := 一 怪 : 那 人 么 y 
=25— 7t z= 15 +3, $ t=1,2,3, M| r=4,8, 
12, y=18,11,4:2=78,81,84. A ACM REY 
数 解 , 故 z 不 能 为 0 或 负数 ,也 不 能 大 于 12, R 
能 有 以 上 三 组 解 。 后 来 人 们 一 直 未 找到 百 鸡 回 
题 的 一 般 解 法 ,直到 19 世纪 中 时 , 宋 元 数学 复 
IZ Ja > SSAA ee DA Be 8 
大 衍 求 一 术 求 解 , 才 找 到 一 般 解法 。 

百 鸡 问 题 对 阿拉 伯 、 欧 洲 数学 产生 了 巨大 
影响 。13 世纪 意大利 菲 波 那 契 的 《算法 之 书 》， 
15 世纪 阿拉 伯 的 阿尔 ， 卡 西 的 算术 之 钥 ) 都 
有 百 鸡 问题 ,显然 源 于 中 国 。 


4 大 入 总 数 术 与 大 行 求 一 术 


中 国民 间 历 来 流传 着 “秦王 嗜 点 兵 "“ 韩 信 
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Re” RAR” AEA”. ER a St 
戏 , 实 际 上 都 是 一 种 方法 , 它 导 源 于 《孙子 算 经 》 
“ 物 不 知 数 ” 问 , 泰 九 诏 称 作 “大 衍 总 数 术 ”, 即 今 
之 一 次 同 余 式 组 解法 。 间 余 是 数论 中 的 一 个 重 
要 概念 ,给 定 一 个 正 整 数 和 ,如 果 二 整数 sa.6, 使 
a—b BE m ERREI ab Hm IE = 
bmodm) 。“ 物 不 知 数 ” 题 是 :“ 今 有 物 不 知 数 ,三 
三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 ，, 问 
物 几 何 ?” 这 是 世界 数学 史上 首次 提出 同 余 式 间 
题 。 用 现代 符 导 表示 ,此 题 是 求 满足 同 余 式 : 
N=2(mod 3)==3(mod 5)=2(mod 7) 
的 最 小 正 整数 N. 《和 孙子 算 经 》 的 解法 是 
N=2™ 70+3& 21-215 
— 2x 105= 23. 

HB EE. 70 = 2 5X 7=1 (mod 3),21=3 
* 7=1(mod 5),15=3 5=1l(mod 7). AD 
《孙子 算 经 ?的 作者 在 一 定 程度 上 明白 了 下 面 这 
个 定理 ; 

B AG=1,2,--n BAM BIE SR, 
RR 之 4,R; 也 是 正 整 数 Gi 一 1,2,…n), 正 整数 入 
满足 后 余 式 组 

N=R (modA) ii 一 1,2, 2。 旭 果 能 找到 


L156 + TEM 
诸 正 整数 ,使 


IL. 


R; = =] (modA; ),i=1,2,* n, 


1] 4， 
则 N= Dra = cmoa LL A, ©, 
欧洲 现代 数学 大 师 欧 拉 (公元 1707—1783 
Æ PLAS eE A C4850 1736—1813 O MRT A A 
式 问 题 作 过 研究 .高 斯 (公元 1777—1855 年 ) 的 
《算术 探究 3 公元 1801 年 ?中 明确 写 出 了 了 上述 
定理 。 来 华 传教 士 伟 烈 亚 力 (公元 1815—1887 
年 31852 年 将 物 不 知 数 ” 题 介 绍 到 西方 ,人 们 
BME GERM RRS APA 
理 。 
同 余 式 解法 还 来 自 于 历法 制定 中 上 元 积 年 
的 计算 .中 国 古 代 的 历法 ,要 假定 远古 有 一 个 甲 
子 日 ; 那 一 年 的 冬至 与 十 一 月 的 合 逆 都 恰好 在 
这 一 日 的 子 时 初 刻 。 有 这 人 么 一 天 的 年 度 叫 上 元 ， 
有 改 上 元 烈 制定 历法 的 本 年 的 总 年 数 叫 土 元 积 
年 ,已 知 本 年 冬至 时 刻 及 十 一 月 平 朔 时 肇 , 求 


时 
| oO Tl hp = hy ede gt ig 
fel 
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“上 元 积 年 ”在 数学 上 便 是 同 余 式 问题 。 但 是 ， 
“ 历 家 虽 用 ,用 而 不 知 ”(《 数 书 九 章 序 》) ,在 中 国 
数学 史 也 是 世界 数学 史上 第 一 次 提出 一 次 同 余 
式 组 完整 解法 的 是 南宋 数学 家 秦 九 语 。 

内 九 韶 的 方法 称 为 大 入 总 数 术 。 他 将 诸 铝 


MERR, a 4 mu He ae We. LT A, 叫 作 衍 母 ， 


A; 
Cyn es MI eS aR RR 
JIa, 
RRR AMT. DEN E RIST 
ALG A, iH Ask: iA AR REE A, 
G BR AHOL PRL G=] (mod 4) k fA. 
ALM RHR. MR O> A, 车 Gg 
(modA) 0g ZA, Ill Ag=1 (mod A) SS AC=1 
《mod4)? 等 价 , 这 便 是 现代 同 余 式 理论 中 的 传递 
人 性。 因此 问题 变 成 了 求 满足 ke=1 (mod ADH 
k. SR ILHA PR g 为 奇数 ,他 的 大 衍 求 一 术 基 :将 g 
置 于 右上 ,4 置 于 右 下 .左上 置 天 元 一 ,g 与 4 
Re FBR TAR IRAE gy ,qs;、…' ,余数 是 rron, 
接 一 和 证 规 则 在 左下 .左上 计算 cocente, HAIA 
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E r= i AIE QER n UE RREO, UAE BY cn 
一 dc Hen 2 fF FE Fit RAY k t. 用 现代 符号 表示 
就 是 ， 


Ral g 1 E 
A A= pgg tr 


J g=ngth C:=q +h Fy 
C= i a P= 
Ce ra=raga tr C= qaca Fee | ra qa 
《+ 一 如 cz tc Fy ffs Cy Fores Ers 
Cat Fee = Fna t d 


这 里 要 计算 到 右上 r= 1 AA R”. 
以 证 明 ot PPK Fe kA PAE RY. EE 
述 方法 中 , 诸 A 必须 是 两 两 互 素 的 正 整 数 , 但 
是 在 实际 问题 中 诸 A DEER ,甚至 不 一 定 


D ATERS LAER REN RAE 
版 社 ,1964 。 
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是 整数 ,可 能 是 分 数 或 小 数 ,。 秦 九 刘 针对 不 同 的 
情况 ,提出 了 化 约 各 种 不 同 的 问题 为 定数 的 程 
序 , 由 于 中 国 古 代 没 有 因数 分 解 的 概念 ,化 约 这 
程 走 了 弯路 ,但 毕 况 比较 成 功 地 解决 了 这 个 间 
题 。 

RILMBILAT BRA PRA FREER, 
Wy EL FF St TE. SOK EH RAB HE 
Dir SS Se TH) RT, RN Re HE” a A A 
RRKEAE SEK. RAMEE. ARIS. 
HEM 14 APHIS. AHAB KRE, 
2 A. FS IR RAE PRA 
SOK BARR: CU, ERS Ae 
BK BAR Aik. hi R R E 
SHK SAAS HARKS REM. AAA 
知 其 数 , 遵 交 出 作案 工具 . 量 得 一 马 构 容 19 合 ， 
一 木 履 17 合 , 一 漂 碗 12 SHAR KAR 
三 人 所 盗 的 米 数 。 这 是 求 同 余 式 组 

N=1 (mod 19)=14(mod 17? 
=] (mod 12) 

Ay Re NAF 19.17.12 MAEZ, AEM 
E 19X17 Xx 12 = 3876. RK IRS 17x12 
= 204,19 X 12= 228,19 X17= 323, R47 SAE 
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k x 2041 (mod 19),4& X 228==1 (mod 17) ,上 , 
x 323=1 (mod 12. A FES hkk FRE 
分 别 大 于 定数 , 便 用 定数 减 衍 数 ,得 奇数 14,7, 
11, 问题 变 成 求 分 别 满足 记 X14 寺 1 (mod 19), 
k X7=]1] (mod 17),k,X11 二 1 (med 12) 的 Ži» 
koki OR k 的 程序 : 


1 14 1 t4—=5x2+4 
19=14X1+5 ` I 5 1 


2x1+1=3]| 4 2 3 4 一 1 尖 了 十 上 
5=4xX1+1 1X3+]=4(| + i 
3X 4+3=15/ 1 3 
Be &, = 15. 
4 ] 
求 扣 的 程序 : 
1 7 1 T=3x2+1 
l7=7x2+3 2x 1=2 3 2 
zx2+1=5]ļ1 2 
成 起 二 5 
2 3 


OR k 的 程序 : 
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1 11 1 11=1x10+1 
12=11*1+1 ] 1 ] 


10x]+1=1]) 1 10 


故 k= ]1. 
| l 


于 是 N =] xX15XxX204+14X5X 228 
+111 323¢mod3876) 
== 22573(mo0d3876) = 3193. | 
每 第 米 数 3193 A.A AKA A 3192 合 , 乙 
HK 3179 合 , 共 盗 米 9563 合 。 


无 穷 小 分 割 思想 


ZHONG GUO 
WEN HUA SHI 
ZHI SHI 
CONG SHU 
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们 一 谈 到 早期 的 无 穷 小 分 割 和 

半 ”极限 思想 ,往往 想到 古 希 腊 的 
穷竭 法 。 实际 上 ,穷竭 法 并 没有 使 用 极限 。 在 文 
艺 复兴 之 前 ,在 数学 中 真正 使 用 过 极限 思想 的 
是 中 国 的 刘 徽 .极限 思想 在 中 国 萌 芽 很 早 。 先 秦 
RAO RZ. ARABS. Ae a a A 
题 , 黑 家 也 有 无 限 分 割 一 尺 之 杆 的 方法 ,不计 认 
为 不 会 万 世 不 竭 ,而 最 终归 结 为 不 可 再 分 的 
“ 端 ”。 汉 司马 迁 《史记 “。 BES A RM 
( 回 圆 3 的 说 法 ,直观 地 描述 了 移 边 形 通 过 无 限 
分 割 与 圆 的 转化 关系 。 而 刘 徽 在 世界 上 最 先 把 
无 穷 小 分 割 和 极限 思想 用 于 数学 证 明 。 


1 AMA 


对 《 九 章 算术 }》 的 圆 面 积 公 式 S = 4 Lr ,在 
XY A BT FE LA SA = 1 — Hy 2 a BP DE 6 
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边 形 辕 长 作为 圆周 长 , 正 12 边 形 面积 作为 圆 面 
积 , 用 出 入 相 补 原理 证 明 的 。 刘 人 微 指出 , 贺 的 周 
长 与 直径 “ 非 周 三 径 一 之 率 ” 惧 九 章 算 术 ， 方 田 
章 注 站 ,这 个 证 明 是 不 严格 的 。 刘 微 创造 了 新 的 
方法 ;他 从 辆 内 接 正 6 边 形 开 始 割 四 ,得 到 一 个 
TE 6 + 2 边 形 序 列 。 设 5, 26> 2" 边 形 面积 ,pp， 


图 35 FAR 


是 每 边 长 ,如 图 35. BRon 息 大 ,5S 一 5, MW), 
Bra Bz Re A "Cla LTRS XM 
BY VA EN BY WSE Aw I CE RSE.” 
(同上 ) 即 证 明了 L=lim6 + 2"p,. 6° 2" 边 形 每 
45 ABA AEE re BATHS FETE. DNA 6， 
2 A MERE , 则 大 于 圆 面积 , 即 
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Sn, 1 + 26S, — S$, 1)- 
而 当 n ARKEY r0 ABA 
lim LS, F268, — Sa) S. 

所 谓 “ 洲 夫 舰 之 细 者 ,与 圆 合体 , 则 表 无 余 径 。 表 
无 余 径 , 则 者 不 外 出 矣 ”。 这 就 证 明了 圆 面积 的 
上 界 序列 与 下 界 序列 的 极限 都 是 圆 面积 :S 
一 tmS,. 然 后 , 刘 徽 说 :“ 以 一 面 滋 半径 , 舰 而 裁 
Zs TE SA. Ue FR AS TH BE 
章 算术 ' 方 田 章 注 人 即将 与 圆 全 体 的 边 数 无 限 
的 正 多 边 形 分 割 成 无限 多 个 以 圆心 为 顶点 ,以 
该 多 边 形 的 等 边 为 底 的 小 等 腰 三 角形 ,由 于 以 
每 边 长 乘 半 径 是 小 三 角形 面积 的 二 倍 , 而 与 圆 
合体 的 正史 边 形 的 边 长 之 和 是 工 ,这 就 证 明了 
S 一 天 Zr 显然 ,这 里 包含 了 几 个 相当 严 谭 的 极 
RUE ,并 且 是 通过 对 圆 面积 的 无 穷 小 分 割 , 再 
求 其 和 进行 证 明 的 。 这 种 方法 与 微 积分 产生 前 
的 面积 元 素 法 极为 接近 。 数 学 史家 史密斯 (D. 
E. Smith, 公 元 1860 一 ? 御 ) 把 微 积 分 的 发 展 概 
括 为 穷 竟 法 .无穷 小 方法 . 流 数 法 和 极限 四 个 阶 
段 . 刘 徽 已 完成 了 前 两 个 阶段 ,并 已 有 明显 的 极 
限 过 程 。 
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2 圆周 率 


刘 微 指出, 上述 圆 面 积 公 式 中 的 周 径 “ 谓 至 
然 之 数 , 非 周三 径 一 之 率 也 .” 因 此 ,需要 求 这 个 
至 然 之 数 , 这 个 至 然 之 数 就 是 圆周 率 . 假 定 贺 直 
径 为 2 尺 , 他 仍 按 上 照 上 述 割 圆 程 序 割 加 ,并 利用 
BAHE 6 边 形 边 长 等 于 图 半径 的 性 质 及 色 股 
定理 ,算出 正 6 边 形 的 边 心 距 , 进 而 求 出 余 径 
ro 再 次 运用 勾 股 定理 ,算出 正 12 边 形 的 边 长 
加, 重复 刚才 的 过 程 , 依 次 计算 出 圆 内 接 正 12、 
24.48 地形 的 进 必 距 、 余 径 、. 边 长 ,96 边 形 的 边 
长 .面积 及 192 边 形 的 面积 : 


AMK s 面积 
noe (@) (st?) 


4 1 
四 el 34074 — | 1267949193445 po 


4 1 
+ 991444 5 | 8555 j V 68148349466- 
997858 © | 2141 二 130806 
10 10 
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S. 一 314 Shot? Ss S= Bet SA 2S — Sy) 


= 314 LER apt, 因此 ,确定 314 F? 为 贺 面 积 近 
似 值 。 利 用 已 经 证 明 过 的 加 面积 公式 ,314 二 10 


-SL,L= 62 10( 寸 ), 与 直径 20 十 相约 ,得 


L: d=157 :50, 相 当 于 n= tol 3, 14, jn 2% 


者 认为 刘 微 在 求 得 S314 寸 : 之 后 ,利用 
S= Ri 5 二 3.14, 这 是 错误 的 。 在 计算 圆周 
率 时 , 刘 徽 并 未 证 明 5S=xrr。 怡 怡 相反 , 刘 微 用 


r= Šli Sma 相当 的 公式 5S 一 qr 修正 为 


sa Ble, 那 种 错误 理解 会 把 刘 徽 置 于 他 从 未 
犯 过 的 循环 推理 错误 之 中 。 
刘 徽 认为 一 号 中 , 周 率 仍 微 少 ,又 求 出 x 


_ 3927 
1250° 


南朝 祖冲之 进一步 将 < 值 精 确 到 8 位 有 效 
数字 ,相当 于 求 出 3, 1415926<<m<< 3. 1415927. 
据 椎 测 ,祖冲之 是 用 刘 微 割 贺 术 求 得 上 上 上述 值 的 ， 
那么 祖冲之 要 计算 6144、12288 边 形 的 面积 Sn 
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= 314159251 JẸ’, Sı = 314159261 B®, S,, 
+ 2(s— so) = 314159271 JE, 祖冲之 进一步 确 
定 x 一 3 为 密 率 ,x 一 党 为 约 率 , 约 率 早 被 二 希 
腊 阿 基 米 德 所 认识 ,在 中 国 ,南北 朝 刘 宋 的 何 承 
天 也 知道 这 个 值 ,而 密 率 则 是 个 空前 的 创造 ,这 
是 分 母 小 于 16604 的 一 切 分 数 中 最 接近 的 真 
值 的 分 数 S。 祖 冲 之 的 圆周 率 值 在 世界 上 领先 
FEE. 1427 年 阿尔 * 卡 西 的 圆周 率 精确 值 
超过 了 8 位 有 效 数 字 。16 HORA 
兰 安 托尼 效 先 后 提出 了 x 一 了 13。 

3 AROKRHEAM A ， 


DF SS AH Be FE ES CO EE 
理 根 实际 上 是 极限 思想 在 近似 计算 中 的 应 用 。 
刘 徽 还 把 这 一 思想 用 于 弧 田 面积 的 计算 。 他 首 
先 证 明了 《 九 童 算术 3》 的 弧 田 面积 计算 公式 不 准 


由 全 见 贱 宝玉 t 中 国 数学 史话 》 第 十 五 节 ,中国 消 年 出 版 
社 ,1957。 


D &@ Wis Bt aS ATARI A RRR 
#h 1980, 
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确 , 进 而 提出 了 求 弧 田 密 率 的 方法 ;他 用 色 股 锯 
回 材 的 方法 求 出 弧 田 所 在 的 辆 的 直径 ,再 利用 
类 似 于 割 图 的 程序 ,将 跌 分 成 2.4、.8… 分 ， 制 
之 又 荐 ,使 至 极 细 "; 这 就 用 一 串 小 三 角形 面积 
之 和 过 近 弧 田 面积 。 他 又 用 名 股 定理 求 出 与 上 
述 小 三 角形 相应 的 一 串 小 弧 田 的 弦 . 矢 , 即 这 串 
小 三 角形 的 底 与 高 “但 举 弦 矢 相 乘 之 数 , 则 必 
近 密 率 疾 .用 这 种 方法 .可 以 把 弧 田 面积 精确 
到 所 需要 的 程度 (如 图 36)。 


0 
图 36 y HPE 
(ILE RA ALG RAS OAS PR a 
积 , 求 讨论 过 绝 长 的 问题 。 北 宁 科 学 家 沈 括 在 
CSRS ROP ahs TSAR. RMA 
近似 会 式 ( 见 图 37): 
;一 < 十 中， 
其 中 4 为 弧 所 在 的 国 径 ,c、v 仍 是 弛 田 的 弦 、 
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ð 


图 37 会 阅 术 | 
和 拓 。 后 来 郭 守 散 , 王 愧 制定 (授时 历 》, 多 次 使 用 
了 会 圆 术 。 


4 刘 微 原理 


对 《 九 章 》 提 出 的 阳 马 体积 公式 V, = Eabh 


与 鉴 锋 体积 公式 V= tabh, IMZ MERN a=b 
一 产 的 情形 用 禁 验 法 证 明 的 。 然 而 在 abh 
的 情形 下 ,一 个 长 方 体 分 割 成 的 三 个 阳 蕊 并 不 
全 等 ,六 个 览 恬 也 不 全 等 或 对 称 ,三 个 阳 马 的 体 
积 是 否 相 等 ,六 个 整 腾 的 体积 是 否 相 等 ,并 不 是 
显然 的 , 茶 验 法 无 能 为 力 ,所 以 刘 微 说 :“ 鉴 胶 殊 
形 , 阳 马 异体 。 然 阳 马 异体 , 则 不 可 纯 合 ,不 纯 
T MEIZA LR - 商 功 章 ， HED NS 
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BERR. FA IG SF 4) Bi a a T RTS 
式 的 证 明 。 为 此 ,他 首先 提出 了 一 个 原理 : 
AS EE Sk HR — AER. 

GE- ERE. Res Bib. 
METER ae 

V,:V,=2: 1. 
吴 文 俊 把 它 称 为 刘 徽 原理 .显然 ,只 要 证 明了 这 
个 原理 ,由 暂 堵 体积 公式 ,上 述 两 公式 是 不 言 而 
喻 的 。 问 题 归结 为 证 明 刘 微 原理。 

刘 徽 用 三 个 互相 垂直 的 平面 平分 牧 堵 的 
长 、. 宽 .高 , 则 其 中 的 阳 马 分 成 一 个 小 立方 工 , 两 
个 小 暂 堵 3、 下 和 和 两 个 小 阳 蕊 N,V , 警 有 里 分 成 
PY a? RR REI, 它们 
SS aeaa ie eae: ee te le DES as 
W'.V—V'A-pwa I. CR 38) E2. ERT 
ZANEN P RB AES AS PS 
RT RAR AAS Hy 2: 1。 第 四 个 小 立方 中 
两 者 体积 之 比 尚 未 知 ,但 它 的 两 小 四 堵 的 构成 
RRIF HSH. BRK Ree 
一 半 。 对 这 两 个 小 罩 堵 重复 上 述 分 割 、 挤 合 , 即 
“ 置 余 广 、 资 .高 之 数 各 半 之 , 则 四 分 之 三 又 可 知 
也 。” 如 此 继续 下 去 ,“ 半 之 弥 少 ,其 余 弥 细 , 至 细 
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Ex. UFC. BRS eA he aR? A TE 
w TSE EP ERA TO. PA ERPS 
是 非常 明显 的 。 

A PB ink FE Be PA Sy BE i £48 BR ZS KY HE BA E 
刘 微 体积 理论 的 核心 ,对 其 他 多 面体 , 刘 微 都 是 
FEE i oy RRR Tt FR SE A Se. 
求 其 体积 之 和 解决 之 ,从 而 把 他 的 体积 理论 建 
立 在 无 穷 小 分 割 基础 上 。 19 世纪 数学 大 师 高 斯 
营 提 出 四 面体 体积 的 解决 不 措 助 无 穷 小 分 割 是 
不 是 不 可 能 的 猜想 。 这 一 猜想 后 来 成 为 希 尔 伯 
持 《 数 学 问题 } 第 三 个 问题 的 基础 ,并 由 希 尔 伯 
FF BS" ERATE T H EER, SE -XRRR 
在 他 们 之 前 1600 FE RFT Rae eI TB A. 


5 aie 2 re Rk oR fp 


HSS WAIHEKE BCFA A, Ei 
等 高 的 两 组 立体 , 若 它们 等 高 处 的 截面 积 相等 ， 
则 其 体积 必 相 等 。 祖 蛤 之 用 很 简洁 的 语言 概括 
道 :* 夫 造林 成 立 积 , 缘 圭 势 既 同 , 则 积 不 容 异 。” 
(CALERA - 少 广 童 注 冰 中国 古 代 认 识 这 个 原 
理 , 经 历 了 漫长 的 过 程 。 在 4 九 章 算术 中 ,圆柱 


十 一 FANS WB 175 | 


与 方 柱 .圆锥 与 方 锥 \ 圆 亭 与 方 宣 都 是 成 对 地 出 
现 ,说 明 是 通过 比较 两 者 的 底面 积 从 后 者 推导 
前 者 的 体积 的 ,这 是 祖 盯 之 原理 的 雏形 。 刘 徽 则 
认识 到 ,不 仅 要 比较 两 立体 的 底面 积 ,而 且 必 须 
比较 任意 等 高 处 的 截面 积 。 刘 微 除 了 通过 这 一 
原理 证 明了 圆锥 、 圆 亭 的 体积 公式 外 ,有 两 点 什 
得 注意 .一 是 他 在 证 明 羡 除 体积 公式 时 提出 “ 椎 
此 土 连 无 成 不 方 , 故 方 锥 与 阳 马 同 实 。”(《 九 章 
BA + MOREY RI RK. EE 
的 方 锥 与 阳 马 每 一 层 都 是 相等 的 方形 , 故 其 体 
积 相 等 . 刘 微 进而 提出 , 若 一 立体 每 一 层 都 被-- 
平面 平分 , 则 其 体积 被 平分 . 刘 微 由 此 解决 了 车 
干 不 同形 状 的 鉴 腾 的 体积 公式 ,接近 于 提出 : 任 
意 形状 的 四 面体 ,其 体积 为 底 乘 高 的 去 。 cP 
锯 在 多 面体 理论 中 的 关键 地 位 ,这 一 认识 是 非 
常 重要 的 。 二 是 他 指出 了 《 九 章 》 开 立 圆 术 所 交 
涵 的 球体 积 公式 的 错误 ,而 错误 的 原因 在 于 把 
球 与 外 切 圆柱 的 体积 之 比 当成 x: 4。 他 设计 了 
一 种 新 的 立体 :用 两 相等 的 四柱 体 正 交 ,其 公共 
部 分 称 为 件 合 方 盖 。 刘 微 指 出 , 球 与 外 切 件 合 方 
盖 的 体积 之 比 为 x: 4。 显 然 ,只 要 求 出 件 合 方 
盖 的 体积 , 则 球体 积 便 迎 丸 而 解 . 刘 微 未 能 求 出 
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件 合 方 盖 的 体积 ,表示 “以 俊 能 言 者 ”。 

刘 微 所 期 待 的 数学 家 便 是 200 FES AO HEL 
之 ,这 一 工作 很 可 能 是 祖 蛤 之 与 其 父 的 共同 创 
作 . 祖 冲 之 在 《了 驶 议 》 中 说 过 :“ 立 员 旧 误 , 张 衡 述 
而 弗 改 .” 可 见 他 研究 过 球体 积 问 题 。 祖 氏 父 于 
在 刘 微 工作 的 基础 上 ,继续 考 辜 在 一 个 正方 体 
中 用 外 切 于 球 的 两 相等 圆柱 体 正 交 分 割 出 件 合 
方 盖 后 的 剩余 部 分 。 李 淳 风 等 6 九 章 算术 注释 》 
记载 祖 临 之 的 方法 是 :考虑 正方 体 与 件 合 方 盖 
A= BU Nata ABCDEFGO tn—4 39(1), FF 


刘 徽 的 分 割 方法 , 牟 合 方 盖 的 二 为 4EFGO, 称 
AW AIRE WE 3902). 立方 禁 剩余 部 分 被 隔 时 分 
荐 成 二 部 分 ;ADEF、ABGF、ABCDF, 称 为 外 三 
ae MN 39(3)、(4)、《5)。 考 虑 高 4 上任 一 点 
N WARRE NIJK, 则 其 面积 为 球 半径 之 平 
方 癌 ; 它 由 四 部 分 组 成 ;内 茜 横 截面 NMHL, 外 
三 茜 横 截面 LEQK ,MIPH .HPJQ。 ZAR 
RMA YON =a, IAS = Fe Sf 
NOW’? hE ONM sr =a 而 a 
tS PR. DSA 
a 处 的 横 稚 面积 ,如 图 39(6)。 eee S Pp 


(3) 


(6) 
图 39 FORE RR 
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= Ek RS M S ER ARS, BS BB 
AWAKE YL RAH RN AR SDF 
ARK V = T. Epa, ai i DB Sth 


决 了 球体 积 问题 。 若 取 = 3 MERI SD 
福星 之 开 立 圆 术 取 后 者 。 


6 KR 


刘 徽 和 祖 氏 父 和 手 之 后 一 千 余 年 ,极限 和 无 
穷 小 分 割 思想 在 中 国 不 但 疫 有 明显 的 进步 ,其 
至 没有 再 达到 刘 、 祖 的 水 平 -. 元 赵 友 钦 从 圆 内 接 
正和 4 边 形 割 加 ,只 是 验证 了 祖冲之 的 密 率 比较 
精确 ,理论 贡献 不 大 。 实 际 上 , 刘 徽 的 思想 未 引 
起 后 大 的 足够 重视 ,十 八 世 纪 初 ,法 国 传 教士 杜 
德 美 (公元 1668 一 1720 FEAT FM BAR 
里 人 刨 造 的 三 个 三 角 国 数 的 逢 级 数 展 开 式 , 担 未 
传人 其 推导 方法 。 忱 古 族 数学 家 明 安 图 (公元 ? 
— 1766? LU RB. SARE RAE 
(公元 1800— 1860 F), SR. PEM a7 
1823—1864 年 ) 等 以 极 交 的 精力 研究 这 类 问题 
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及 对 数 函数 .指数 函数 的 震级 数 展开 式 ,取得 了 
非常 大 的 成 就 。 他 们 才智 超人 ,精神 可 嘉 ,充分 
显 永 了 中 华 民族 的 优秀 分 子 不 甘 居 他 人 司 的 气 
昕 。 然 而 ,在 西方 已 进入 解析 数学 时 代 , 不 去 设 
法 学 习 他 人 的 完 进 数 学 方法 ,而 用 初等 方法 穷 
几 年 甚至 几 十 年 的 心血 于 几 个 公式 ,实在 是 不 
可 效法 的 。 

清 代数 学 家 中 ,在 无 穷 小 分 割 和 极限 思想 
上 超过 刘 微 和 祖 氏 父子 的 当 首 推 李 善 兰 的 尖 锥 
RER. WE ARDEP HERNY 
EEDE A BY BY AE Oy SR”, E x 为 任意 正 
数 , 为 任意 正 整数 ,xz 的 数值 可 以 表示 成 一 个 
平面 积 ,也 可 以 表示 成 一 条 直线 段 。 他 进而 指 
出 ,“ 当 知 诸 箭 方 皆 有 尖 锥 ”“ 当 知 请 尖 锥 有 积 
迭 之 理 ”, 即 当 x+ 在 区 间 C0, 训 内 时 ,表示 zx 的 
平面 积 迷 成 一 个 尖 锥 体 。 他 提出 了 诸 尖 锥 的 算 
法 :由 平面 积 ax” 积 秋 起 来 的 尖 锥 体 ,高 为 , 底 
面积 为 ar HERITS, RAAF 
定 积分 
他 还 提出 了 相当 于 
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| azaz 二 | aaeax+ ane +ja xd 
=f Cart taat t a dr 
的 命题， E SE o H fib OI Se BE OR RR IE HA F e 


图 40 RER 
积 的 计算 。 为 此 ,他 考虑 单位 加 的 款 。 如 图 40， 


OABC 为 边 长 为 1 WETE Sos A 
OAQC. 为 求 OAQC 的 商 积 , 他 先 计 算 方 内 大 外 
部 分 ABCO 的 面积 。 这 是 一 个 尖 锥 。 此 灾 锥 是 
ABD. ADE, AEF 4FCG.… 等 无 数 个 尖 锥 之 和 。 
诸 尖 锥 之 底 为 BD= + BC =4,DE=+ DC 


oe "ml = 一 3 7 i + 
=z py ER = g EC r FO= a FC 
=i: KE HER AA F pE ABCQ 
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的 面积 应 为 : 
z Staa trne 7 
tariei ot 
因此 ,单位 加 的 面积 为 
=al zt tra S 
tarime’ 7t 
十 区 +o) 


fe OP AUR) op , 8 SE AEE A ER RR 
TARORA AHR, Ri Tee 
Fa 
合 积 


by by by’ 
Idy)= byt Bt H . 


并 证 明了 当 my 加， 成 等 比 级 数 时 ,与 其 相 
对 应 的 工 (20 , 工 (Lo 成 等 差 级 数 , 故 
fw) 具有 对 数 的 性 质 。 

车 by=1,9= 2th R 

Ae 4 (Sy 
ay 


+4 
这 是 nn 的 自然 对 数 1", 它 相当 于 定 积分 
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e S 一 lw 

2E Be A HE TE A Rp RR a FB Se 
JE TK SE AL PAR Sp SE = BT ES RG CE FE 
FE TE (th FRE AR SF BT EA. RB SCR 
这 一 工作 的 预备 知识 中 有 明 末 清 初 以 来 传 入 的 
西方 初等 数学 ,但 总 的 说 来 :是 在 中 国 传 统 数学 
基础 上 ,未 有 党 西方 徽 积分 学 思想 影响 的 情况 王 
独立 完成 的 创造 性 工作 ,显然 ; 那 种 认为 中 国 古 
典 数学 无 法 发 展 为 现代 数学 的 看 法 是 站 不 住 脚 
的 。 

夏 弯 翔 在 竹 级 数 展 开 方 面 也 有 杰出 的 工 
VE ,并 创立 了 计算 一 部 分 情 贺 曲线 绕 长 辅 (或 短 
轴 旋转 所 形成 的 曲面 面积 的 积分 的 级 数 殿 开 
式 ,不 过 这 是 在 4 代 微 积 拾 级 3 的 基础 上 完成 的 。 


中 国 十 代数 学 的 
“特征 与 意义 


ZHONG GUO 
WEN HUA SHI 
ZHI SHI 
CONG SHU 
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后 ,作为 这 本 小 册子 的 总 结 , 简 
AY 。 述 一 下 中 国 古 典 数学 的 特征 、 
在 世界 数学 史上 的 地 位 及 其 现实 意义 ， 


1 中 国 十 代数 学 的 特征 


数学 是 研究 容 观 事物 的 空间 形式 与 数量 关 
系 的 科学 . 它 不 受 任何 时 间 和 空间 的 限制 ,强烈 
地 显现 这 一 本 质 属性 .然而 ,在 古代 各 个 时 期 不 
同 的 文化 传统 中 ,数学 的 表现 形式 往往 也 不 尽 
相同 ,各 自 旦 现 出 自己 的 特征 ,比如 中 国 古 典 数 
学 在 表现 形式 、 思 维 模式 ,与 社会 实际 的 关系 、 
研究 的 中 心 以 及 发 展 的 历程 等 许多 方面 与 其 他 
文化 传统 ,特别 是 古 希腊 数学 有 较 大 的 区 别 。 
首先 是 其 表现 形式 ,这 里 主要 指数 学 经 典 
的 著作 形式 。 古 希腊 数学 常常 采取 抽象 的 公理 
化 的 形式 , 而 中 国 古 典 数学 则 是 以 术 文 统率 例 
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题 的 形式 .两 种 不 同 的 形式 ,代表 者 进 然 不 同 的 
两 种 风格 。 这 两 种 形式 和 风格 同样 可 以 阐发 数 
学 理论 的 基础 .有 人 往往 忽略 了 这 一 点 ,把 中 国 
古代 数学 著作 笼统 地 概括 成 应 用 问题 集 的 形 
式 。 只 要 仔细 分 析 、 比 较 一 下 数学 著作 本 身 , 就 
不 难 发 现 这 个 结论 是 极 不 正确 的 。 比 如 最 重要 
的 著作 《 九 章 算术 》, 它 的 九 章 中 , 方 田 、 票 米 、 少 
广 . 商 功 .至 不 足 . 方 程 六 章 的 全 部 及 衰 分 、 均 
给. 勾 股 三 章 的 部 分 ,要 么 先 列 出 一 个 或 几 个 例 
题 ,然后 给 出 十 分 抽象 的 “ 术 ”; 要 么 先烈 出 十 分 
抽象 的 “ 术 ”, 然 后 给 出 若干 例题 ,这 里 的 “ 术 ” 者 
是 些 公式 或 抽象 的 计算 程序 ;前 者 的 例题 只 有 
题目 及 答案 ,后 者 的 例题 则 包括 题目 . 管 案 与 
“ 术 ” 所 谓 “ 术 ”就 是 阐述 各 种 算法 及 有 具体 应 用 ， 
类 似 于 后 世 的 细 划 .《 九 章 算术 ?中 只 有 约 五 分 
之 一 的 部 分 , 即 窒 分 . 均 输 、 匆 股 三 章 的 约 50 个 
题目 ,可 以 说 是 应 用 问题 集 的 形式 .由 此 就 得 出 
《 九 章 算术 》 是 一 部 应 用 问题 集 的 结论 是 不 恰当 
的 ,正确 的 提 法 应 是 术 文 统率 例题 的 形式 .后 来 
的 《孙子 算 经 ) 等 的 主体 应 该 说 是 应 用 问题 集 的 
形式 ,但 把 一 些 预备 知识 放 到 了 卷首 。 宋 元 数学 
高 潮 中 的 著作 , KEER PLES Dih 
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象 性 更 高 于 《 九 掌 算术 》, 其 它 著 作 由 于 算法 更 
为 复杂 ,算法 的 抽象 性 有 时 达 不 到 《 九 章 ? 的 程 
度 , 但 是 也 作 了 可 贵 的 努力 ,如 《 数 书 九 章 》 的 
“KBR” BER KTR ROMER 
式 解 法 的 总 术 ;“ 正 负 开 方术 ”用 抽象 的 文字 阐 
述 了 开 四 次 方 的 方法 后 ,又 声明 “后 籍 效 此 ”, 说 
明 也 是 普遍 方法 。 朱 刀 杰 的 两 部 著作 都 把 大 量 
预备 知识 .算法 放 在 卷首 ,《 四 元 玉 鉴 3 的 卷首 还 
MARTA. IIR. STR SER A 
PH. CRY LS EE EE ok Sh” BS a E 
到 的 定义 、 命 题 列 入 卷 一 的 “识别 杂记 ”。 因此 ， 
总 的 说 来 ,算法 ( 术 ) 是 解 应 用 题 的 关键 ,“ 术 ” 自 
然 就 成 为 中 国 古代 数学 的 核心 。 中 国 数学 著作 
是 以 算法 为 核心 ,算法 统率 例题 的 形式 。 

其 次 是 关于 数学 理论 的 研究 。 古 希腊 数学 
使 用 演绎 推理 ,使 数学 知识 形成 了 严谨 的 公理 
化 体系 。 许 多 学 者 次 大 了 中 国 古 算 与 古 希 腾 数 
学 的 差别 ,认为 中 国 古代 数学 成 就 只 是 经 验 的 
积累 ,没有 推理 ,尤其 是 没有 演绎 推理 。 这 是 对 
中 国 古 代数 学 缺乏 起 码 了 解 的 肤浅 之 见 。 遗 争 
的 是 ,这 种 肤浅 之 见 被 菜 些 科学 泰斗 所 装 同 而 
颇 为 流行 ,甚至 成 为 论述 现代 科学 没有 在 中 国 
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产生 的 出 发 点 ,诚然 ;中国 古代 数学 与 哲学 结合 
得 不 像 古 希腊 那么 紧密 ,中 国 古 代数 学 大 家 也 
不 像 吝 希腊 数学 大 师 那 样 大 多 是 思想 界 的 头面 
人 物 或 轩 想 流派 的 首领 .一 般 说 汪 ,中国 思想 家 
对 数学 的 兴趣 远 带 于 古 希 腊 的 同仁 ,先秦 诸 子 
中 苑 使 数学 修养 最 高 的 墨家 ,其 数学 成 就 也 难 
鹿 古 希腊 思想 家 的 项 背 。 僻 样 ,中 国 数学 家 ,就 
整体 而 言 , 对 数学 理论 研究 的 关注 ,也 远 不 如 古 
名 腊 数 学 家 ,比如 ,4 妃 章 算术 3》 和 许多 数学 著作 
对 数学 概念 没有 定义 ,许多 数学 问题 的 表述 ,并 
不 严谨 ,这 就 要 求 读者 必须 站 在 作者 的 立场 上 ， 
与 作者 共处 于 一 个 和 谐 的 体系 中 ,才能 理解 其 
内 容 , 这 或 多 或 少 也 阻碍 了 数学 理论 的 发 展 . 硬 
说 中 国 古 代 与 古 希 腊 同 样 重 视 数学 理论 研究 ， 
固然 是 不 慨 的 。 反 之 ,说 中 国 古 代数 学 没有 理 
论 ,没有 推理 ,也 是 不 符 史实 的 .《 周 人知 算 经 》i 记 
载 ,先秦 数学 家 杯子 在 教诲 荣 方 时 ,指出 他 之 所 
以 对 某 些 数学 原理 不 能 理解 ,在 于 他 “之 于 数 未 
能 通 类 ”, 他 认为 数学 的 “ 道 术 ”,“ 言 约 而 用 博 ”， 
必须 做 到 “能 类 以 合 类 ”. 陈 子 大 约 处 于 《万 章 算 
AR St PETE BB SH. ERE IL BE DY) Se RE TE. 
ERFT “USS” “SS BAe" ay AR. CLES 
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术 》 的 作者 把 能 用 辐 一 种 数学 方法 解决 的 问题 
归于 一 类 ,提出 共同 的 .抽象 的 <* 术 ”, 如 方 田 术 、 
MER AN BESTA SER LOR FRG 
AR AR SOAR TER ER EK 
将 这 些 术 及 例题 按 其 性 质 或 应 用 分 成 方 田 、 栗 
He BES APT AD HM BB AR 
九 类 。 刘 微 进一步 控 扬 《 九 章 3 许多 方法 的 内 在 
联系 ,又 将 衰 分 术 、 均 输 术 、 方 程 新 术 等 归结 到 
今 有 术 . 刘 徽 正 是 通过 “ 事 类 相 推 ”, 找 出 了 各 种 
方法 的 归宿 ,发 现 数学 知识 是 “枝条 虽 分 而 同 本 
干 ", 并 * 发 自 一 端 "的 一 株 大 树 ,形成 了 自己 完 
整 的 数学 理论 体系 .页 宪 总 结 开 方法 ,创造 开 方 
作法 本 狐 . 杨 辉 总 结 出 勾 股 生变 十 三 名 图 , 李 治 
探讨 了 各 种 容 贺 关系 ,给 出 600 多 条 公式 ,也 都 
是 通过 归纳 .类 上 比 做 到 通 类 ,进而 “类 以 合 类 ”， 
进行 数学 的 理论 概括 。 

通过 “ 合 类 ”, 归 纳 出 抽象 的 公式 之 后 ,将 这 
些 公式 应 用 于 解 某 些 数学 问题 ,实际 上 是 从 一 
般 到 特殊 的 演绎 过 程 , 这 里 要 特别 谈 一 下 中 国 
古代 数学 中 有 没有 演绎 推理 的 问题 .大 家 知道 ， 
数学 知识 的 获得 ,要 通过 类 比 、 归 纳 、 演 绎 各 种 
推理 途径 ,而 证 明 一 个 数学 命题 的 正确 性 , 则 必 
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须 依 靠 演 绎 推理 。 中 国 古代 数学 著作 正 是 大 量 
使 用 演绎 推理 。 以 中 国 古 代 最 为 发 达 的 高 次 方 
程 这 一 分 支 为 例 , 刘 微 . 王 学 通 都 提出 了 方程 的 
推导 过 程 , 金 元 数学 家 更 创造 了 设 未 知 数列 方 
程 的 天 元 术 , 李 涌 将 用 天 元 术 列 方程 所 需要 的 
定理 ,公式 大 都 在 卷 一 的 “识别 杂记 ”中 给 出 。 刘 
R EFE RIA. FEG RER ERARA 
程 的 过 程 都 是 依 舍 演绎 推理 的 ,因而 是 正确 的 。 
至 于 剂 微 用 极限 思想 和 无 穷 小 分 割 对 圆 面积 公 
式 的 证 明 , 对 锥 体 体积 公式 的 证 明 ; 用 出 入 相 补 
原理 对 解 勾 股 形 诸 公式 的 证 明 , 对 大 量 面 积 , 体 
积 公 式 的 证 明 , 对 开 方 术 的 证 明 ; 利 用 齐 交 原理 
对 方程 术 ,. 登 不 足 术 及 许多 算法 的 证 明 ,都 是 演 
绎 推理 的 典范 ,只 要 不 带 偏 见 , 都 会 认识 到 刘 微 
在 拓展 数学 知识 时 以 归纳 ,类 比 为 主 , 而 在 论证 
《 九 章 算术 》 的 公式 .算法 的 正确 性 时 ,在 批 驱 
《 九 章 算术 3》 的 某 些 错误 时 , 则 以 演绎 推理 为 主 ， 
从 而 把 他 自己 掌握 的 数学 知识 建立 在 可 舍 的 理 
论 基 础 之 土 。 

说 数学 研究 与 思想 界 结合 得 不 密切 ,是 就 
整体 而 言 的 ,并 不 是 说 每 个 数学 家 都 如 此 ,比如 
刘 徽 就 例外 .他 深 受 桂 晋 辩 难 之 风 的 影响 ,他 对 
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ILE RAD BSBA SF . ARPS”. “BE 
闫 难 之 风 的 要 件 , 刘 微 析 理 的 原则 、 析 理 的 方法 
都 是 与 当时 辩 难 之 风 合 拍 的 ,当然 ,即使 是 刘 徽 
对 许多 数学 概念 的 探讨 还 没 达 到 古 希 腊 那 么 深 
入 的 地 步 。 比 如 , 刘 徽 将 无 穷 小 分 割 引 入 数学 证 
有 明 是 前 无 古人 的 贡献 , 却 从 未 考虑 过 潜 无 穷 小 
与 实 无 穷 小 的 区 别 。 不 过 ,这 未 必 是 坏事 。 古 硕 
腊 数 学 家 无 法 圆满 解决 潜 无 限 与 实 无 限 的 问 
题 ,不 得 不 把 无 穷 小 概念 排除 在 数学 研究 之 外 ， 
因此 ,他 们 在 证 明 数学 命题 时 ,从 未 使 用 过 极限 
思想 和 无 穷 小 分 割 . 刘 徽 则 不 然 , 他 认为 圆 内 接 
正 雪 锯 形 按 数 无 限 增 案 ,最 司 必 定 “ 与 圆周 合 
体 ”, 因 此 可 以 对 与 贺 周 合体 的 正 多 边 形 进 行 无 
穷 小 分 割 并 求 其 面积 之 和 ;他 认为 对 阳 马 与 警 
也 组 成 的 黎 堵 进行 无 穷 分 割 BY A I“ AE 
形 " 的 地 步 ; 刘 徽 在 极限 思想 的 运用 上 远 远 超过 
了 古 希 腊 的 同类 思想 ,达到 了 文艺 复兴 前 世界 
数学 界 的 最 高 峰 。 占 希腊 数学 家 认为 正方 形 的 
对 角 线 与 其 边 长 没有 公 度 , 即 VW 2 与 1 没有 公 
度 , 导 至 数学 中 上 的 第 一 次 危机 ,使 古 希腊 数学 
转 回 ,把 计算 排除 在 数学 之 外 ,只 注重 空间 形式 
的 研究 ,因而 在 无 理 数 画 前 束手无策 。 而 刘 徽 、 
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祖冲之 等 则 不 然 ,他 们 对 “ 开 之 不 尽 * 的 “不 可 
开 ” 的 数 , 敢 于 继续 开 方 ,“ 求 其 微 数 ”, 以 十 进 分 
数 无 限 副 近 无 理 根 的 近似 值 。 没 有 陷入 哲学 的 
争论 ,从 数学 计算 的 实际 出 发 ,使 中 国 数学 家 能 
够 绕 过 曾 导致 希腊 数学 改变 航向 或 里 足 不 前 的 
暗礁 ,在 数学 理论 和 实践 上 达到 古 和 希腊 数学 家 
所 不 曾 达 到 的 高 度 。 

长 于 计算 ,以 算法 为 中 心 ,是 中 国 古 代数 学 
的 显著 特点 。 古 希腊 数学 只 考虑 数 和 形 的 性 质 ， 
而 不 考虑 具体 数值 。 比 如 ,他们 很 早 就 懂得 , 任 
何 一 个 圆 的 周 长 与 直径 之 比 是 个 常数 ,但 这 个 
常数 的 数值 , 几 百 年 无 人 问津 ,直到 阿 基 米 德 才 
求 出 其 值 的 范围 .相反 ,中 国 古 典 数学 几乎 不 研 
究 离 开 数 量 关系 的 图 形 的 性 质 ,而 通过 切实 可 
行 的 方法 把 实际 问题 化 为 一 类 数学 模型 ,然后 
用 一 赛程 序 化 即 机 械 化 的 算法 求解 。 算 经 中 的 
“ 术 ”全 是 计算 公式 与 计算 程序 ,或 应 用 这 些 公 
式 、 程 序 的 细 草 ,所 有 的 问题 都 要 算出 具体 数值 
作为 答案 ,即使 几何 间 题 ,也 要 算出 有 关 因 素 的 
长 度 .面积 .体积 。 这 就 是 几何 方法 与 算法 相 缚 
合 ,或 几何 问题 的 算法 化 。 刘 徽 说 ;“ 以 法 相传 ， 
亦 犹 规矩、 度量 可 得 而 共 ”(《 九 章 算术 注 . 
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FED) ,清楚 地 表达 了 中 国 古 算 形 、 数 结合 的 特 
点 .《 九 章 算 术 3 的 开 方术 .方程 术 、 到 不 足 术 、 赛 
分 术 、 均 输 术 , 刘 微 计算 贺 周 率 的 割 贺 术 、 计 算 
张 田 面积 近似 值 的 方法 , 贾 宪 求 贾 宪 三 角 各 廉 
的 增 屁 方法 ,机 完 开 创 而 秦 九 刘 使 之 完备 的 求 
高 次 方程 正 根 的 正 负 开 方 术 , 秦 九 几 的 同 余 式 
解法 , 朱 世 杰 的 四 元 术 , 等 等 ,都 有 相当 复杂 的 
计算 程序 。 数 学 运算 的 程序 化 使 复杂 的 计算 何 
题 易于 掌握 ,即使 不 懂 其 数学 原理 ,也 可 掌握 其 
程序 ,于 是 产生 了 程序 的 辅助 用 表 “ 立 成 ”"。 上 述 
这 些 程 序 都 具有 完全 确定 性 、 对 一 整 类 问题 送 
用 性 及 有 效 性 等 现代 算法 的 三 个 特点 。 许 多 程 
序 凡 乎 可 以 一 字 不 差 地 搬 到 现代 电子 计算 机 上 
实现 。 

先进 的 记 数 制度 ,强烈 的 位 置 值 制 是 促成 
中 国 算法 理论 充分 发 展 的 重要 因素 。 中 国 最 时 
发 明了 十 进位 置 值 制 记 数 法 ,这 种 记 数 法 十 分 
有 利于 加 减 履 除 四 则 运算 及 分 数 .小数 的 表示 。 
加 之 汉语 中 数字 都 是 单 音节 ,便于 编 成 口诀 , 促 
成 筹 算 滋 除 捷 算 法 向 口诀 的 转化 。 而 筹 算 的 使 
用 使 分 离 系数 表示 法 成 为 顺理成章 。 线 性 方程 
组 的 分 离 系数 表示 法 、 开 方式 的 记 法 、 天 元 多 项 
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式 . 四 元 式 的 记 法 ,实际 上 也 是 一 种 位 置 值 制 。 
未 知 数 的 短 次 完全 由 其 在 表达 式 中 的 位 置 决 
定 , 而 不 必 写 出 未 知 数 本 身 , 如 开 方 式 中 , 自 上 
而 下 依次 是 “ 商 ”、“ 实 "(常数 项 )、“ 方 "(一 次 
项 )“ 一 廉 ".“ 二 廉 ”( 二 .三 次 项 系数 )…… 陋 
(最 高 次 项 系数 )。 天 元 式 也 是 如 此 ,只 是 因为 运 
Re A TE. AE BONS 
“ 太 ” 字 ,或 在 一 次 项 旁 标 一 “元 ” 字 RE 
完全 由 与 “ 太 ” 或 “元 ”的 相对 位 置 决定 。 这 种 表 
示 法 特别 便于 开 方 或 加 减 乘除 运算 ,尤其 是 用 
RICA ERIE RB, 只 要 上 下 移动 * 太 ”或 
“元 ”" 字 的 位 置 即 可 。 | 
数学 理论 密切 联系 实际 ,是 中 国 古代 数学 
的 又 一 显著 特征 。 不 能 把 古 算 经 的 所 有 题目 都 
看 成 日 常生 产生 活 的 应 用 题 , 有 些 题 目 只 是 为 
了 说 明 算 法 的 例题 《 九 章 算术 》 和 《 测 圆 海 镜 》 
中 都 有 此 类 题目 .但 是 ,中 国 古 算 确实 是 以 应 用 
为 目的 的 ,这 是 与 古 希腊 数学 的 显著 区 别 之 一 。 
后 者 公开 申明 不 以 实际 应 用 为 目的 ,而 是 看 成 
纯 理 念 的 精神 活动 , 欧 几 里 得 几乎 抹 去 了 《* 九 何 
原本 》 的 实际 来 源 的 所 有 蛛丝马迹 .而 中 国 数学 
家 却 从 不 讳言 研究 数学 的 功利 主义 目的 。 自 《 汉 
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书 . 律 历 志 》 到 刘 微 . 秦 九 韶 , 都 把 数学 的 作用 
概括 为 “ 通 神明 ”“ 类 万 物 ” 两 个 方面 .这 里 神明 
的 意义 既 可 作 神 秘 主 义 来 理解 ,也 可 以 看 作 说 
明 物 质 世界 的 变化 性 质 的 范畴 ,或 二 者 兼 而 有 
之 。《 九 章 算 术 》 刘 微 为 其 注 没 有 任何 神秘 主义 
的 成 份 ,对 通 神 明 的 作用 也 没 作 任何 阐发 , 刘 微 
倒是 明确 指出 了 《4 九 章 算 术 》 各 章 在 实际 生产 生 
- 活 中 的 应 用 范围 , 方 田 以 御 田 畴 界 域 , 票 米 以 御 
交 质 变易 , 衰 分 以 御 贵 贱 察 税 , 少 广 以 御 积 午 方 
圆 , 商 功 以 御 功 程 积 实 , 均 输 以 御 远 近 劳 费 , 盈 
不 足以 御 隐 和 杂 互 见 , 方 程 以 御 错 炎 正 负 , 勾 股 以 
御 高 深 广 远 , 显 然 是 “类 万 物 ?方面 。 秦 九 胡 把 
“ 通 神明 ”看 作 数 学 作用 之 大 者 ,并 且 其 理解 是 
神秘 主义 与 世界 变化 的 性 质 二 者 兼 而 有 之 的 ， 
而 把 类 方 物 .经 世 务 看 成 数学 作用 之 小 者 。 尽 管 
他 表示 要 将 数学 “ 进 之 于 道 ", 但 他 的 数学 研究 
实践 使 他 感到 对 于 大 者 仍 “ 肤 末 于 见 ”, 而 注重 
于 小 者 ,认识 到 “ 数 术 之 传 ,以 实 为 体 ”, 国 此 “ 设 
为 问答 以 拟 于 用 ”。 他 的 《 数 书 九 章 }》 除 第 一 问 
外 ,大 都 是 实际 生活 ,生产 及 各 种 工程 的 应 用 
题 ,反映 南宋 经 济 活动 之 翔实 远 胜 于 《 九 章 算 
术 ) 等 著作 对 当时 现实 经 济 活动 的 反映 。 总 之 ， 
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中 国 数学 密切 联系 实际 ,并 在 实际 应 用 中 得 到 
发 展 。 也 许 正 因 为 有 这 个 长 处 ,中 国 数学 从 《 九 
章 算术 ?到 宋 元 高 潮 , 基 本 上 坚持 了 唯物 主义 传 
统 , 未 受到 数字 神秘 主义 的 影响 . 明 朝 著作 有 一 
些 神秘 主义 的 东西 ,具有 穿 靳 戴 帆 的 性 质 , 但 仍 
不 能 改变 以 实际 应 用 为 目的 这 一 总 的 特征 。 
统治 者 对 数学 的 态度 造成 了 中 国 与 希腊 数 
学 不 同 的 发 展 特 点 。 古 和 希 工 统治 者 非常 重视 数 
学 ,造成 希腊 数学 有 很 强 的 连续 性 .继承 性 。 而 
中 国 古 代 的 统治 者 , 除 个 别 者 外 ,大 都 不 重视 数 
学 , 崇 始 皇 统一 中 国 , 较 为 重视 数学 的 黑 家 遭 到 
镇 压 , 汉 和 朝 以 后 独 苯 颂 术 , 颂 法 合流 ,读经 学 礼 ， 
崇尚 文忠 ,成 为 一 种 社会 风气 ,由 于 数学 对 国 计 
民生 的 重大 作用 ,统治 阶级 又 不 得 不 承认 “算术 
WAC RS” CBR BU - AVF). (AA ER 
“可 以 兼 明 ,不 可 以 专业 ”同上 ).。 数 学 一 直 被 视 
为 “ 九 妃 贱 技 ”. 刘 徽 误 叹 “ 当 今 好 之 者 赛 " ,发 九 
BWA + FDO RIMS hs SRS 
讲 ”,( 数 书 九 章 序 阔 李 冶 以 大 俑 研究 数学 , 自 
H RARESA, RARE PE”. COMB 
PE BEF D 30) CF AE Z AE R ERTE, 
OB EP Be a BA A, ERE Ae: 
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二 十 四 中, 林林总总 ; 列 入 无 数 认 王将 相 , 以 及 
文学 家 .思想 家 ,其 至 烈 女 节 妇 , 却 没 有 为 一 个 
数学 家 立 传 ,祖冲之 、 李 治 有 传 , 却 是 以 文学 家 、 
名 臣 的 身份 入 传 的 ,社会 的 需要 ,以 及 世代 数学 
ARIS ASH, SMe. eee 
登 上 了 世界 数 坛 的 一 个 义 一 个 高 蜂 , 然 而 中 国 
数学 的 发 展 常常 大 起 大 落 ,艰难 地 前 进 .更 使 人 
觉得 奇怪 的 是 ,高 潮 往往 出 现在 战乱 时 期 ,如 战 
国 时 期 人 《 九 章 算术 } 主 要 成 就 的 疯 基 , 瑶 晋 南北 
朝 数 学 理论 的 建立 , 宋 辽 金 元 钴 算数 学 的 高 潮 ; 
相反 ,低谷 往往 出 现在 大 一 统 的 太平 盛世 ,如 
良 . 明 两 代 , 不 仅 数学 建树 其 少 ,甚至 到 了 大 数 
学 家 看 不 履 前 代 成 果 的 可 笑 地 步 ! 这 当然 丝毫 
不 意味 着 战乱 .分裂 比 安定 .统一 更 有 利于 数学 
的 发 展 ,而 是 因为 战乱 时 期 , 癸 家 思想 的 统治 地 
位 往往 受到 冲击 ,社会 思潮 较为 活 联 ,思想 比较 
解放 。 同 时 由 于 战乱 ,读经 入 仕 的 道路 被 墙 , 知 
识 分 千 称 稍 能 按 自 己 的 兴趣 和 社会 的 需求 发 挥 
自己 的 才智 ,所 蕴藏 的 数学 才能 也 得 到 较 充 分 
展示 ,致使 处 于 夹缝 中 的 数学 研究 状况 反而 比 
大 一 统 的 太平 盛世 更 好 一 些 罢了 。 
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2 中 国 古 得 的 地 位 和 意义 


中 国 古 代数 学 成 就 辉 烛 , 这 已 日 益 得 到 国 
人 和 世界 学 术 界 有 识 之 士 的 承认 。 我 们 反对 随 
意 拔高 古人 ,制造 世界 第 一 的 沙文 主义 作法 , 同 
桩 ,我 们 也 反对 不 顾 事 实 , 以 希腊 数学 为 唯一 模 
式 , 贬 低 中 国 数学 的 错误 态度 ,更 反对 对 中 国 古 
代数 学 一 无 所 知 ,就 妄 称 中 国 在 数学 史上 交 了 
据 卷 的 民族 趾 无 主义 。 我 们 认为 , 古 希 腊 人 对 数 
学 确实 作出 过 光辉 的 贡献 ,对 世界 数学 思想 产 
生 过 巨大 的 影响 。 但 是 ,同样 无 可 否认 的 事实 
是 ,在 公元 前 2 世纪 前 后 ,希腊 数学 衰微 的 时 
候 , 中 国 数学 (以 及 后 来 发 展 起 来 的 印度 数学 、 
阿拉 信 数 学 ?占据 了 世界 数学 舞台 的 重心 .从 公 
元 前 一 .二 世纪 《 九 章 算术 ) 成 书 到 14 世纪 初 ， 
中 国 数学 的 许多 领域 长 期 在 世界 上 领先 , 且 整 
体 水 平 也 居于 世界 前 列 。 这 不 仅 是 世界 数学 研 
究 重 心 在 地 域 上 的 大 转移 ,而 且 也 是 数学 研究 
方向 的 大 转折 。 从 此 ,以 算法 研究 为 主 取代 了 以 
几何 研究 为 主 的 状况 。 中 国 的 算法 成 就 通过 各 
种 途径 传 入 西方 , 对 欧洲 文艺 复兴 时 期 数学 的 
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发 展 起 到 了 不 可 估量 的 影响 。 正 是 中 国 算法 与 
十 希腊 几何 学 相 结合 ,导致 了 解析 几何 学 的 产 
生 , 为 常量 数学 转变 为 变量 数学 作出 了 贡献 。 
中 国 十 代数 学 成 就 不 仅 是 进行 爱国 主义 教 
育 的 优秀 教材 ,而 且 许多 成 就 本 身 对 当前 的 数 
学 教学 仍 具 有 现实 意义 ,事实 上 ,中 国 古 代 解 决 
某 些 问 题 的 方法 比 现行 数学 教科 书 中 的 方法 要 
优越 得 多 。 更 为 重要 的 是 ,中 国 古代 数学 的 思想 
和 方法 对 当前 的 数学 研究 仍 有 启迪 作用 。 有 的 
数学 大 师 * 把 构造 性 与 机 械 化 的 数学 看 作 是 可 
以 直接 施用 于 现代 计算 机 的 数学 ”, 而 中 国 数学 
就 是 这 样 一 种 数学 。 吴 文俊 先生 汲取 中 国 古代 
数学 的 思想 和 方法 ,在 几何 定理 的 机 器 证 明 的 
研究 上 取得 了 举世 瞩目 的 成 就 。 他 预言 , “继续 
发 扬中 国 古代 传统 数学 的 机 械 化 特色 对 数学 各 
个 不 同 领域 探索 实现 机 械 化 的 途径 ,建立 机 械 
化 的 数学 , 则 是 本 世纪 以 至 可 能 绵 豆 整个 21 世 
纪 才 能 大 体 趋 于 完善 的 事 ”。(《 现 代数 学 新 进展 
EDALE AAS G BER, S H 
著 , 在 下 一 世纪 中 凌驾 于 原本) 思想 体系 之 上 ， 
不 仅 不 无 可 能 ,甚至 说 是 至 成 定局 .”(《 汇 校 九 
RAAF) 
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